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Abstract

We are interested by the scattering of a transient electromagnetic wave by a
bounded obstacle characterized by a generalized impedance condition. We consider
Engquist-Nédélec condition approximating thin dielectric layer, and the classical
condition for thin dielectric layers with large indices. We prove that the retarded
potential equation is well posed : coerciveness, existence and uniqueness properties.
For each impedance condition, numerical validation are shown. We finally compare
the two conditions.

1 Introduction

La résolution des équations de Maxwell avec une condition d’impédance généralisée inter-
vient dans beaucoup d’applications pratiques comme ’approximation des couches minces.
Nous appliquons la méthode des potentiels retardés dans quelques cas particuliers intéressants.
Dans le domaine fréquentiel, plusieurs auteurs ont traité le probleme. Bendali et Lem-
rabet [5] ont traité l'effet des couches minces sur la diffraction des ondes acoustiques.
Ammari et Nédélec [3] ont traité le probleme de diffraction d’une onde électromagnétique
par un conducteur parfait recouvert d’une couche mince diélectrique. Ils ont traduit la
couche diélectrique par la condition d’impédance d’Engquist-Nédélec et ont prouvé un
théoreme d’existence et unicité. Bendali et Vernhet proposent dans [7] une méthode de
résolution par éléments finis du cas fréquentiel.

La méthode des équations intégrales sous la forme variationnelle espace-temps a été
d’abord étudiée par A. Bamberger et T. Ha-Duong [8] en 1996, pour résoudre le probleme
de diffraction d’onde acoustique. Plusieurs auteurs ont par la suite utilisé cette méthode
pour résoudre différents problemes d’ondes. Nous citons les travaux de Y. Ding [11] pour
les ondes acoustiques, de E. Bécache [9] pour les ondes élastiques. A. Pujols [10] a suivi
la méme démarche et a effectué une expérimentation numérique en dimension 2, pour
résoudre le probleme de diffraction d’une onde électromagnétique par un obstacle par-
faitement conducteur. 1. Terrasse [18] a poursuivi les travaux en 3D toujours pour un
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obstacle parfaitement conducteur. Elle a introduit des nouveaux espaces fonctionnels qui
ont permis d’avoir des résultats optimaux de regularité. Elle a présenté des résultats
théoriques et umériques 3D. En 1995, V. Lange [13] a traité le probleme de diffraction
d’onde par un obstacle dissipatif tridimensionnel. Elle a traiter le probleme pour une
impédance constante complexe et s’est servie des espaces fonctionnels définis par [18]
pour démontrer I'existence et 1'unicité de la solution. Ensuite, elle a présenté un schéma
numeérique constructif inconditionnellement stable ainsi que des réultats de comparaisons.

Dans ce rapport, nous traitons le probleme pour une condition d’impédance géneralisée.
Nous considérons la condition d’Engquist-Nédélec pour ’approximation des couches minces
de diélectriques recouvrant un conducteur parfait et nous la comparons a la condition de
Léontovitch. Nous proposons deux formulations variationnelles symétriques. Dans chaque
application, nous remplacons la couche par une condition d’impédance, démontrons des
résultats théoriques d’existence et d’unicité et présentons des résultats numériques et des
comparaisons dans le cas d’une shpere avec la solution de Mie.



2 Présentation du probleme

Nous nous placons dans R® et nous considérons un obstacle borné régulier Q) de frontiere
[' = 09). La normale unitaire unitaire 77 est orientée vers I’extérieur de {2 sur I'. L’ouvert
extérieur Q¢ est le complémentaire de 1’obstacle Q2 dans R®. Nous notons g, et jq les
caractéristiques électromagnétiques du milieu extérieur.

La frontiere I" est composée d’une partie I'* conductrice et d’une partie ['* ou les propriétés
physiques sont données par une relation d’impédance généralisée. Cet obstacle est éclairé
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Figure 1: L’obstacle

par une onde incidente transitoire. On note Ei et Hi les champs électrique et magnétique
incidents qui vérifient les équations de Maxwell :

uow(t,x)+r3tﬁi(t,x) =0
OE"

) ) soﬁ(t,x)—ratﬁi(t,m) = —J(t )

pour (t,z) € R x R3
diveoEi(t,z) = py

div poHi(t,z) = 0

\

ou js et ps sont les courants et charges sources a support dans le milieu extérieur. Ils
vérifient I’équation de continuité (ou équation de conservation de la charge) :

(2) 50%(@ z) + divj,(t,z) =0 pour (t,z) e R x R?

On suppose qu’au temps ¢t = 0, 'onde incidente n’a pas encore atteint I’obstacle :
(3) Ei(t,z) =0 pour (t,z) € R_ x Q

idem pour H'.

On note E? et H? les champs diffractés et E et H les champs totaux :

(4) E=FE+E' ¢ H=H+H"



Le champ électromagnétique total vérifie les équations de Maxwell :

( 0H -5 .
uog(t,x)—i-rotE(t,x) =0

=

aE - 2 —

Ctx)—rotH(tz) = —(t,
(5) ! (t2) —rotH(t, z) Jslts ) pour (t,z) € R x Q!
diveoE(t,2) = ps

divpgH (t,2) = 0

avec B
(6) E%t,z) =0 pour (t,z) € R_ x Q*

idem H(t,z). Ceci exprime la causalité.

Sur la partie conductrice de la frontiere, nous imposons les conditions aux limites suiv-
antes :

Et,z)Aii(z) = 0
(7) ﬁ(t, z).i(z) o DPbour teR;
et sur la partie I'* : . .
(8) Er: = Z,(H A7) pour t€R,

ol Z;, est un opérateur linéaire de convolution (causale) en temps et en espace.
Nous prolongeons Z; , par 0 sur I'* et nous notons

5 - Z2(7)(t, 2) sur I'?
7 = { A=)l
t,x (])(ta CC) { 0 sur I'¢
Les équations (1), ..., (8) définissent notre probleme. Ce probleme noté (P), admet une

solution unique dans les espaces ad hoc comme on le verra dans la suite.



3 Formulations intégrales

Dans ce paragraphe, nous remplacons les équations de Maxwell dans le milieu extérieur
par des représentations intégrales en fonction des charges et courants surfaciques sur I'.
Ceci conduit apr‘es traduction des conditions aux limites a deux équations intégrales.
Nous énocons formellement deux problemes variationnels qui devraient étre équivalents
au probleme initial.

Le probleme (P) est du premier ordre. Il est équivalent &

r

—(t,x) + —rotE(t,x) = 0 pour (t,z) € R x Qevt
ot Ho
OE 1 - - 7. (t,
—(t,x) — —rotH(t,z) = () pour (t,z) € R x Q¢
at €o €0
(P1) < . - o
r(t,x) = Zi(H(t,z) A7) pour (t,x) e Rx T
E(t,z) = E'(t,z) pour ¢ < 0
H(t,z) = Hi(t,x) pour t <0
Théoréme 3.1 Le probléeme (P1) est équivalent au probléme suivant
[ on cherche les courants j' et m liés au champ électromagnétique par
j(t,x) = —H(t,z) Az
m(t, z) = —fi(z) A E(t, x)
qui vérifient la condition de causalité
j(t,z) =m(t,z)=0  pour (t,z) ER_xT
Dans R x Q¢ E et H ont la représentation intégrale suivante
g - o fy " divej(r,y)dr
Bt,z) = Fi(t,z)+V / dr
(t,2) (t,2) + r degmr Y
(P2) 0 [jt—r/cy) [t —r/cy)
—= | ————dl, — t/ ———— =2 dr
Hoge /r 4mr vy T L Admr v
- .y -1 e divem (T, y)dr
Atz) = Htz)+V / dr
(tha) = i)+ [H—000 y
8 [mt—r/cy) L [ it—r/cy)
—gg— | ————=4dI t/ — 72 dr
£0 ot /r dmr y o r dmr v
avec r = |z — y|,’onde incidente est définie par (1), (2) et (3)
Résoudre le probleme revient a imposer la condition aux limites :
| Er = Zy,(H(t,z) A7) pour (t,z) e RxT




La trace tangentielle sur [ des représentations intégrales de E et H est donnée par

¢ —

Er(t,z) fg r/e divrj(r y)d i r/c y
2 EF () / 4egmr ~ pollo /

- Hw/VgC (—) A (fﬁ,(t—r/c,y)—kiaa—t( —T/C,g))dI‘y

ON 7 r/e 7t —
Hr(t,z) _ it ) / f divrm(T,y)dr ar, _EOH:EQ/ m(t —r/c, y)dPy
4pomr ot

+ Hz/va (;) A (;(t—r/c,y) + —g—i(t—r/c,y) ) dr,

Pour alléger par la suite 1’écriture des formules, nous introduisons les opérateurs sur-
faciques suivants :

\

r/e
Ptl(-;) /fo dij(T y)d at/] T/C Y) dr,

A7 by =

j) = —II, /V ( ) <f(t—r/c,y)+—%(t—r/c y))dFy

En traduisant la condition aux limites dans la premiére équation de (9), on vérifie que
tout couple (7,m) solution du probléeme (P2) est solution du probléme

[ Etant donné Ef et ﬁf
trouver j et m de type causal tel que
0 sur R x I'¢
P3) < N, AT
(P3) Zm(j)+m2n—E’+P()+P2( M)  surRxT
JATi i3, S0 plg = 207 z
T:HF%—%Pt(m)—Pt(j) sur Rx I

Dans le cas particulier ou Z;, est un opérateur inversible sur I'*, on note Z; L son inverse.
tout couple (J,7m) solution du probléme (P2) est aussi solution du probleme

r

Etant donné E% et HE

trouver ; et m de type causal tel que

=0 sur R x I'¢
(P4) < Z (7 .
SAel)_ g R G+ P sur Rx T
i A Zi g (7 A1) =

2

= Hi+°pI(m) — PX(j)  surRxT*
Ho

\
Nous multiplions la premiére équation de (P3) par e2°%; j* suffisament réguliere sur I, et
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nous intégrons sur I' puis sur R. Ensuite, Nous multiplions la deuxiéme équation de (P3)
par e~ 27tm! suffisament réguliére sur I['?, et nous intégrons sur I'* puis sur R.

Nous introduisons la définition suivante

> +oo — 20t =2 2t

<.73.7 >0',F :/ e /I‘j(t, .’L')] (ta ‘r)drdt
—00

Définition 3.2 nous définissons les deux formes bilinéaires suivantes

- ~ -, - 1

BT = Fua D e = ATV + (PG, P + (P2, T
57 A+ P, ) e = (PR )

G T = 5 Zal0), o + B, e + (P26, T
2 (AT, (3 A + 22 (L), Yo = (PG, e

la forme bilinéaire b n’a de sens que dans le cas particulier ou l'opérateur Z;, est in-
versible.
Nous définissons aussi

—

Lyt ) = —(E', [ or — (H, g

Formellement, en notant V;’; x Vi’ 'espace des courants (;, m) admissibles, le probléeme
(P3) admet la formulation variationnelle suivante

=2

(Pr) { Trouver (7,m) € Vi x V2, tel que V (7t,mt) € Ve x Ve
s oo L -
bi (4, m, 3", mt) = Ly(5", m")

De méme, le probleme (P4) admet la formulation variationnelle suivante

-

(Pvf>{ Trouver (f,17) € Vi x Vi, tel que V (7%, m) € Vig x Vg,
¢ N -
bi (4, m, 5%, m') = Li(j*, m’)

4 Domaine fréquentiel

Dans [2], nous avons rappelé un cadre fonctionnel introduit par Isabelle Terrasse [18].
Ce cadre nous a permis de passer du domaine temporel au domaine fréquentiel grace a
la transformée de Fourier-Laplace, ou la fréquence w = n + i0 avec ¢ > 0. Dans ce
paragraphe, nous étudions le probleme fréquentiel et nous démontrons des inégalités et
des propriétés qui nous permetteront grace au théoreme de Palay-Wiener de revenir au
probleme temporel. Ainsi, nous transportons tous les résultats fréquentiels au domaine
temporel.



L’équivalent fréquentiel du probléeme temporel (P1) est le suivant

— 1 - = —
f —iwH(z) + —rot€(x) =0 pour z €

(P12) 4 —iwé(z) — l7’3157‘-_[‘(:6) IC) pour z €

AAE(x) ATt = Z,(H(z) ATT) pour z € T

Ou Z~z est la transformée de Fourier-Laplace de Zt,z-

En fréquence, on introduit une condition de radiation. Dans le probléme (P1%), nous ne
raisonnons pas avec une simple transformée de Fourier, mais a I’aide d’une transformée de
Fourier-Laplace, possible grace a la causalité. Prendre w a partie imaginaire strictement
positive fixe le comportement exponentiellement décroissant des inconnues transformées
Laplace a I'infini. C’est cette condition qui permet le bon choix de la solution élémentaire :

eikkv*y'

G(z,y) = m

Comme dans le cas temporel, nous introduisons les opérateurs suivants

Pulj(j'(y)) = ——VF/G z,Y) dpr( )dTy + iw oI, /G z,Y) j(y)d[’y

TWEy

PHIW)) = ~1Ls | Va(Gla.)) A T(y)dr

Théoréme 4.1 Le probleme (P1¥) est équivalent au probléme suivant

,

On cherche les courants j_' et m liés au champ électromagnétique par
J(x) = —H(z) ANi(z)
M(z) = —it(z) AE(x) pour z € T

Dans Qe E et H ont la représentation intégrale suivante

Er(z) ~

()] T3 = @RI+ EM)
Hr(z) _ Hi(z) + E_OPL}J(/\;[') ~ P2(J)
2 Ho
pour z € [}

Résoudre le probleme revient a imposer la condition aux limites :
( &r = Z,(H(z) A7) pour z € T’

Tout couple (7,7) qui vérifie le probleme (P2¥) vérifie le probléme suivant



( Etant donné & et Hi
trouver J (z) et M(z) tel que
M=0 sur '
(P3¢) < N AR
- A N S .
~Z(J)+ T =S4 PUI) + PAM) surT
TYAT = - -
J (x; L v ;ipj(M) — P2(J) sur [*
0
\

Dans le cas particulier oll Z, est un opérateur inversible sur I'¥, nous notons Z_! son
inverse. Tout couple (j,1) solution de (P2“) est aussi solution du probléme suivant

( Etant donné & et Hi
trouver J (z) et M(z) tel que
M=0 sur [
(P4) s 57
LY R I E R 07) sur T
iAZ7 ([ AM . .
B0 % 2(” ) i 4 ;—OP;(M) PAJF)  surI*
0
\

Nous multiplions la premiére (resp. la deuxieme équation) de (P3%) respectivement par
J* (resp. par M?) suffisament réguliéres sur I' (M* = 0 sur I'“). Nous intégrons sur I
(resp. sur I'¥) et nous définissons le produit scalaire

(T, T = [ T(@).F"(@)dr
Définition 4.2 nous définissons les deux formes bilinéaires suivantes
(T, M, T M) = (PT), T+ (PEM), T')r:
AL M), M)~ (PUT), M-
1

. . L L 1 - . . .
bi;(jaMajt; t) = <Zt,1‘(\7)’jt>r‘ - §<MAFL’ jt)rz - §<\7/\ﬁ,Mt>FZ

+ (T, M, T MY
e - 1, - = = 1 - - - o o -
bfj(jaMajtaMt) = §<Zt,$(k7)7 jt)l_‘ + §<Zf:$1(ﬁ/\ M)7 (ﬁ/\ '/\/lt)>rz + bg((jaMa Jt’Mt)

la forme bilinéaire by n’a pas de sens que dans le cas particulier ou l'opérateur Z;, est
wnversible. Nous définissons ausst



Formellement, en notant V7, x V.7 I'espace des courants (j ) /\7!) admissibles, le probleme
(P3“) admet la formulation variationnelle suivante

Trouver (J, M) € V5. x V5  tel que V (Jt, M) € V5. x V3

(Pv,w w,J w,m w,j w,m
by (T, M, T M) = Lo(J", M)

De méme, le probleme (P4¥) admet la formulation variationnelle suivante

(pv“’>{ Trouver (J, M) € V5 x Vi, tel que ¥ (7 M) € Ve XV,
c S5 5 o N

be (T, M, T, MY) = L,(J*, M?)
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5 Premiere application : Approximation de “Engquist-
Nédélec” pour les couches minces

Dans ce paragraphe, nous étudions une premiere application pratique qui peut nous
ramener a un probleme d’impédance. Nous commencons par présenter le probleme tem-
porel. Ensuite nous passons au domaine fréquentiel pour démontrer ’existence et I'unicité
de la solution. Enfin, nous revenons au domaine temporel pour démontrer des résultats
théoriques et pour présenter des résultats de validation numériques.

5.1 Présentation du probleme :

Nous considérons un domaine borné Q¢ de surface I'’. Nous supposons que € est un
conducteur parfait recouvert d’une couche mince diélectrique Q¢ d’épaisseur constante 6,
de caractéristiques électromagnétiques ¢, u et de surface extérieur I'?. 7 ext toujours la
normale estérieur & I'*. Nous posons 2 = Q¢ U Q? et Q°* le complémentaire de Q dans
R3.

Figure 2:

Nous supposons que ’épaisseur & est petite devant la longueur d’onde et les autres
longueurs caractéristiques. Dans [?], Engquist et Nédélec proposent une condition d’impédance
fréquentielle qui approche au premier ordre en § l'effet de la couche mince :

1
We

gl"z =4 ( Vr‘z di’Ul"z (7’2 N T_I:) + ZCL),UJ/}'Z N ﬁ)

D’ou 'opérateur d’impédance

1 . R
2.7 =5 (—va dive: (F) + iwuj)

Cette approximation se traduit dans le domaine temporel de la facon suivante

—

= 1 . o d)
Er:(t,z) =6 <_EVF° dwro/o J(r, z)dT + ,ua(t, x))

Ici, opérateur d’impédance sur [I' = I'* s’écrit

~ = 1 . v, a;
Zia) =5 (29w aion, [ T ahar = 5 1.0))

11



5.2 Résultats en fréquence

Dans ce paragraphe, nous allons traiter le probléeme variationnel (P??). Pour le choix des
espaces de travail, remarquons que
5 A 2 r, . = = : = =
(Z1alF), P = 8 (—(divr T, dive T} + (T, Fr )
Ceci suggere de chercher J dans TH (div,T'). Pour ./ﬂ, la forme sesquilinéaire b7 est bien
définie avec des courants M et M? dans TH~/?(div,I'). On note

V,; = TH(div,T)
Vom = TH=Y?(div,T)
Vo=V X Vim

Le probleme variationnel associé est le suivant

(Poye

it

) Trouver (J, M) € V,, tel que V (J*, M") € V,
b (T, M, T, M) = L,(T*, M)

Théoréme 5.1 Pour (L, Hi) dans V', le probléme variationnel (P ) admet une unique
solution (J, M) dans V,, et nous avons la majoration suivante

_ - - 1/2
|g,w,divr + ‘OJ| 1(||j||2—1/2,w,divr + ||M||2—1/2,w,divr))

ool . 1/2
< ; (g”gll““%l,w,rotr + ‘W|||H{“||%1/2,w,Totr)

Si &L € TH™2(rot,T), on a

(5117

1/2

(ST ior + 17 N TN p2aior. + 1M 12 dior)

C - -y 1/2
< — (WHEH oo + IR 2000

Preuve : La forme sesquilinéaire b! est continue dans TH~'/?(div,T') x TH~'/%(div,T)
(voir [2]). Ce qui conduit a dire qu’elle est continue dans V,, d’apres la définition de
espace V,, C TH'/?(div,T') x TH~/?(div,T). Ceci entraine la continuité de b° dans V.
De plus, elle est coercive. En effet, considérons la partie réelle de b

—Re(b3 (T, M, T, M)) = —Re(
+ Re((T AT, M)+ (MART)r)
— Re(bL(T. M, T, M))

La coercivité du terme Re(bL) dans TH~Y/2(div,T') x TH~*/?(div, T') a été démontrée dans
[2] avec

—Re(b,(T, M, T, M)) > Colw|™ (1T opaine + M1 /20.di0r )

12



D’apres I'expression de l'opérateur Z,, on peut tirer

—%e(%( A(T), TIr) > 6Co || TI ins

On a de plus

D’ou

_me(bfi(ja M, j,/\;l)) > C"7|W|_1 <||j‘||2—1/2,w,divr‘ + ||M||2—1/2,w,divp)

D’apres le théoreme de Lax-Milgram, on déduit ’existence et 'unicité de la solution. De
plus, on a

05(T, M, T, M)| = |L,(T, M)|
= |<5IZ‘7 >F+<HF: M>F|

. o, 1/2

< (G ot + I 1)
-y 1/2

(||5p||21mr W 2 wrrote)

(BITW i + 07 (LTI s i + I 1 i) )

D’ou la premiere inégalité. Pour la deuxieme, on écrit

_ - 1/2
+ Wl M o dive)

IN

K€k Drrl < (W12 IEM =120 ) (@] 2N T0 Nl =1 /2 0,a10c)

5.3 Résultats en temps

Nous allons transporter les résultats fréquentiels au domaine temporel grace a la trans-
formée de Fourier inverse et & la formule de Parseval. 1. Terrasse [18] a introduit des
espaces fonctionnels couplant espace-temps. Pour s € R, nous introduisons les espaces

Vij = H}(R,, TH(div,T))
Vim = HV?(R,, TH™'/?(div,T))
Vi =Vi; X Vim

Théoréme 5.2 Le probléeme variationnel associé au probléme (P3) est le suivant

—

Trouver (_], m) dans V; tel que :

-

bs(;a 7jt7 t) Lt( it _’t)

13



avec

. 5 1 oo+io S 5 .
B(Gom), (i) = o= [ B, ), (M, T de

27 —00+1i0
Pt ot 1 cotio 7t A At
Ly(jt ') = /OOH_JLW(J,M )duw

ot J et M sont les transformées Fourier-Laplace de ; et m.

Pour (Ei,Hi) € HS(R,, TH *(rot,')) x HsTY2(R,, TH *(rot,T)), il admet une
unique solution et on a la majoration

1/2
(5||j||saTH(dwF) + ||-7||s 1/2,0,TH~1/2(div,T") + 1713 1/2,0,TH~ 1/2(dwr))
< C(

' ; 1/2
||EF||SUTH L(rot,I') + ||HI'||s—|—1/20TH 1/2(rot1"))
Pour (EL, Hi) € HPY2A(R,, TH™Y?(rot,T)) x HSTV/2(R,, TH™Y?(rot,T)), il admet

une unique solution et on a la majoration

1/2
(5||J||saTH (divy) T ||J||s 1/2,0,TH~1/2(div,T") +||m||s 1/2,0,TH- 1/2(dwr))
1/2
< <||EF||8+1/20'TH 1/2(rot,T") +||H1"||5+1/20TH 1/2(1'otF))

Preuve : Comme 5{« est la transformée de Fourier-Laplace du champ Ef qui est causal,
le théoreme de Paley-Wiener (voir [18] page 50) nous permet d’écrire

(pw) { Il existe des constantes C' > 0 et k£ € N tel que
W —. — .
PV NE N ot + IFE -t ore < C(1+ )

L’inégalité démontrée dans le théoreme (5.1) nous permet de déduire que les courants J
et M vérifient une condition similaire & (pw) avec les normes non indéxées. Une deuxiéme

application du théoreme de Paley-Wiener entraine que le couple (j , M) est la transformée
de Fourier-Laplace d’un certain couple temporel causal (j,m).
Nous appliquons le théoreme de Parseval a la formulation variationnelle fréquentielle

b (T, M), (T, M) = Ly(T*, M)

Nous obtenons le probléeme variationnel du haut avec

- . — 1 oo+i0 s S5 . o
(). G = 5 [ (M), (T M) de
11 oo+io s S5 N N A e = =
= 5or L. (T K. (T MO)do + b3(T, M), (T, MD)d)
1 oo+1i0 N o -
- [ . Re(8((F, M), (T, M"))dw)

Cette forme bilinéaire est coercive et on a existence et unicité de la solution. En multipliant
I'inégalité du théoreme (5.1) par |w|?* et en intégrant entre —oo+i0 et +00+1i0, on obtient
les inégalités de continuité. O
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5.4 Discrétisation et résultats numériques

Pour la discrétisation, on va prendre o = 0. On discrétise la surface [ par des triangles et
on note 75 le maillage obtenu. On découpe la demi-droite temps positifs en des intervalles
[nAt, (n+1)At] ot At est déterminé a partir du cl=2% ot Az est la longueur de la plus
grande aréte du maillage.

Dans ce qui suit, 17 désignera la fonction caractéristique d’un élément T de la triangula-
tion 75, on note || sa mesure. De méme 1, ;.1 la fonction caractéristique de I'intervalle

de temps [t tn11]-

tnt1

On prend des courants surfaciques j dans l'espace des éléments finis H(div) de degré
1 (Raviart-Thomas) en espace, polyndomes de degrés 1 en temps. Les courants peuvent
s’écrire sous la forme :  j(t,2) = X,50 7 (tn, ¥) = X0 5" (2) B7(2)
ol 7"(z) est le courant au temps t, et 5"(¢) la fonction de base temps

1 — tn pour tn S 3 S tn—H

B"t) =10 pour t < t,
At pourt >ty

Localement dans chaque triangle, on note n; la normal sortante sur a;.

On désigne par Ay = [, j”(x).ﬁi,lei (i=1,2,3) le flux a travers 'aréte a; au temps

tn = nAt. A7 est le degrés de liberté associé a a;. On note W;rp(M) = %TTM'lT la
fonction de base espace associée a a; ou S; est le sommet opposé a cette aréte; on aura
divyWir = ‘IT—T| Le courant j(t,z) peut alors s’écrire :

j(t,z) =3 M @)Bm () = 381 Yo D A Wir(w)

n>1 n>1 Ter, i=1
Les fonctions tests jt(t, x) sont définies pour chaque pas de temps t = t,
7" (tn, x) = 7' (2) 55 (tn)

avec
1 pour t, <t <tup

ﬂg(tn) = {

0 ailleurs

On discrétise m de la méme maniere que

mit,a) =Y 00 Y ijj

n>1 TEQET,p, i=1

ou v est le flux du champ m a travers les arétes du maillage.
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5.5

Schéma numérique

Le systéme matriciel équivalent a la formulation variationnelle (P%!) discréte est de la

forme

ou

€en

N N
YA LN CR T =y
k=0 k=0

N N
S Abynk 3 ok AnE = gy

N est le nombre des matrices A* déterminé par la taille de I'objet étudié et le pas
de temps At.

A" le vecteur flux (MY, A2, A3, ...) qui correspond au flux du courant surfacique ;" au
temps t,,.

v" le vecteur flux (¢!, 12,13, ...) qui correspond au flux du courant surfacique m™ au
temps t,,.

A¥ et A% sont des matrices de dimension (nds, nds) ot nds : nombre de degrés
de liberté surfaciques du maillage. Elles représentent les interactions électrique-
électrique et magnétique-magnétique a distance kot.

C* sont des matrices de dimension (nds, nds). Elles représentent les termes de
couplage a distance kot.

On a remarqué que ce schéma est convergent et inconditionnellement stable. Les matrices
sont creuses. D’ou ’avantage du stockage morse.

5.6

Résultats numériques

Les champs incidents choisis sont des gaussiennes

Ene(t,z) = f(t —ty + @.7) Ey

Hire(t, ) = f(t — to + @.%) Hy

2
ou f(r)=(1- ;—3)6_20_2, to est choisi de sorte que I'onde arrive sur l'objet & ¢t = 0. @

est la

direction de propagation.

On calcule la SER monostatique apres FF'T. Rappelons que

E4(k,

¢
SERmono = 2010910(@)
1 = , 2 Y
z)=—-——V G(x,y)dzvpj(y)dy+le0/ G(aﬁ,y)j(y)dy—/ VaGl(@,y) AM(y)dy
wey  Jr r r
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ou G(z,y) est la solution élémentaire de 1’équation de Helmholtz :

G eik‘m_y‘
w’ Bl E—— 3

(@3) Atz — y|

Les résultats numériques sont calculés pour une sphere de rayon 1m et un ellipsoide de
grands axes (.3m,.3m,1m) de 720 triangles. Ces dimensions sont calculées pour 'obstacle
avec la couche diélectrique. L’incidence est toujours suivant 1’axe des z. Pour toute la
suite, fspts veut dire la fréquence qui correspond a 5 points par longueur d’onde dans la
couche. /.o, désigne le rapport de 1’épaisseur sur la plus petite longueur d’onde (dans
la couche) qui donne un bon résultat. Le cfl choisi est de 0.5.

Figure 3: Maillages d’une sphére (rayon=1m) et d’un ellipsoide (.3m,.3m,1.m) de 720
triangles

10*

10°

¢ flux du des courants electrigues a traver s yne arete
. flux des courants magnetiques a travers une ar ete

L L Ll T
0 10 20 30 40 50 60 0 10 20 30 40 50 60
temps (cfl=0.5) temp (cfl=0.5)

Figure 4: Les flux respectifs des courants électrique et magnétique a travers une aréte du
maillage. (Maillage de la sphere avec 0 = 1., cfl = 0.5). L’épaisseur de la couche est de
.05m
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0.005 (- -
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=4 | i

=

=) L i

5 0

w

a Y V/

g

o . 4

—— Composante x

-0.005 - Composantey | |
N Composantez |
T T T TS S RO NP
0 10 20 30 40 50

temp (cfl=0.5)

5.10°

-5.10%

—— Composante x
Composantey
Composante z

55

temps (cfl=0.5)

Figure 5: La premiere figure montre les trois conposantes du champ électrique calculé au
point (0,0,100). L’onde incidente est suivant I’axe des z, la polarisation est suivant I’axe
des x, ce qui justifie la nullité des deuxieme et troisieme composantes. La deuxieme figure
constitue un zoom qui montre comment le champ s’annule. (Maillage de la sphere avec :
incidence suivant I’axe des z, 0 = 1. et cfl = 0.5)

10

-10

-20

-30

SER-mono-exacte(epai=.05; mu=1.; epsi=5.)
SER-mono-calculee(epai=.05; mu=1.; epsi=5.)

0

50 100 150 200 250

300 350

-10

-20

20

10

—— SER-mono-exacte(epai=.05; mu=2.; epsi=10.)
SER-mono-calculeg(epai=.05; mu=2.; epsi=10.)

50 100 150 200

250

Figure 6: SER monostatique. Maillage de sphere de 720 triangles. L’épaisseur de la couche
= .05m. fsps vaut respectivement 118 Mhz et 56 Mhz. 6/Ac, vaut respectivement 0.075

et 0.07.
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[ ] 5F -
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0 1 [ ]
r 1 5 -
5L g E E
[ ] -10 - -
-10 |- b 50 E
-15 } { 20 A
[{|| — SER_mono_exact(epai=.1;, mu=1.; epsi=2.) ] o5 —— SER_mono_exact(epai=.2; mu=1.; epsi=2.) 7:
-20 SER_mono_calculee(epai=.1; mu=1.; epsi=2.) | | e SER_mono_calculee(epai=.2; mu=1.; epsi=2.) | |
T RS RO RSN RARRE I RN ni - - - - 1

0 50 100 150 200 250 300 0 50 100 150 200 250

Figure 7: SER monostatique. Maillage de sphere de 720 triangles. Premiere figure :
épaisseur = .1m; Deuxiéme figure épaisseur = .2m. fsps vaut 187Mhz. /A, vaut
respectivement 0.1 et 0.113.

0 o —
5L ] 5L B
10 - 1001 ]
5[ 1 st .
20 1 20l a
o5 [ i [
> [ 1 sF
[ H— ser_calc_epai.05 mul._epsi10. | | L H— ser_calc_epai.05_mu2._epsi5. | |
30 - ] L ]
Ll L Ll 1 1l 30 b L L
0 100 200 300 400 500 0 50 100 150 200 250 300 350 400

Figure 8: SER monostatique. Maillage de 'ellipsoide de 720 triangles. L’épaisseur de la
couche =.05m. f5,;s vaut respectivement 100Mhz et 32M hz.
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6 Deuxieme application : Couche mince diélectrique
avec €., tres grand devant 1’unité

Dans cette application, nous reprenons le probleme précédent avec les mémes définitions
et notations. Nous introduisons les caractéristiques relatives e, = £/eg et u, = p/po-
Nous supposons de plus que le produit €,p, est tres grand devant 1.

n

Figure 9: L’obstacle

Nous supposons de plus que la surface I' = I'? est assez réguliere. En chaque point g, on
suppose que ’onde incidente arrive avec une certaine incidence. Elle se réfracte dans la
couche diélectrique avec un vecteur d’onde k'(zr,). Nous posons

o = .k (zr,)

Comme le produit €, 4, est grand devant I'unité, nous pouvons approcher « par la relation

suivante
\ErMrW

c
En fréquentiel, le champ électromagnétique dans €2 peut étre approché par les relations

o=

(z) = &, (xr,)sin(a(s + 6))
(z) = &, (zr,)cos(a(s + 6))

ANTREROT]

ou &r et £, sont respectievement les composantes surfacique et normale du champ, s la
variable normale comprise entre —J et 0. Les traces du champ électromagnétique vérifient
alors sur I' la relation connue :

= iwutg(a(s)

(’ﬁ AT = —z'w,u&f

Nous supposons que ’épaisseur § est trés petite de sorte qu’on peut approcher tg(ad) par
(ad). On obtient

Er = iwpd(H A7)
On remarque bien que cette approximation constitue une partie de I’approximation précédente

“Engquist-Nedelec”. On peut interpréter cela comme conséquence du fait que le produit
erpbr est grand devant I'unité.
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On obtient ainsi 'opérateur d’impédance
Z,(T) = iwpdT
Dans ce cas particulier, 'opérateur inverse Z-! existe

1

iw,u5(n/\M)

T=-Z'GAM) =—

L’équivalent temporel de cette condition d’impédance est

-

-~ 01
Zt,w(]) =—0 :U'a_i(t: .T)

de méme son inverse est défini par

t,T

C’est cette relation d’'impédance qu’on va étudier.

6.1 Résultats en fréquence

Dans ce paragraphe, on va traiter les deux formulations variationnelles (P%) et (P?*).

S

TL*(T) et M dans V5, = TH~'/?(div,T). On note

On commence par la formulation (P**). On choisit J dans Vs, = TH™'*(div,T) n

Vo=V xVim
Théoreme 6.1 Le probléme variationnel

(pre Trowver (J, M) € V? tel que ¥ (J', M) € V?
DO 0T M, T MY = LT, MY

admet une unique solution pour tout couple (€., H) dans le dual de V2. Si €L € TL*(T)
on a

o B - - 1/2
ONT W zory + 11 T 1 i+ IMI i)
C /1, 5 . 1/2
< = (518w + I 1 00

Si &L € THY2(rot,T) on a

5 B - - 1/2
(O T 2 Loy + |l 2 UTN s jpaioe. T NMIP 1 dine))

C o - 1/2
< w7 (NEHE e + IHE 121200t
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Preuve : La forme bilinéaire b} est continue dans V;. De plus, elle est coersive. En
effet, en poursuivant la méme démarche suivie dans la premiere application, on peut tirer
tout de suite

—?Re(bi,(j,./\;i, j:M)) > Co (5||j||2TL2(F) + |w‘_1(||M||2—1/2,w,divF + ||j||2—1/2,w,di’()p))

D’apres le théoreme de Lax-Milgram, on déduit 1’existence et 1'unicité de la solution. De
plus, on a

(T M T M) = |Lu(T, M)

- 1/2

(GIERI ol + L lIFE I 1ot )
2112 —19] AJ112 1/2

<5||«7||TL2(P) + |w] ||M||—1/2,w,divp)
L& 7i 1/2

< (G | + @I 2ot

. B o . 1/2
(BT W oy + Lol (1T 1 mgion + MU 1200 ) )

IN

D’ou la premiere inégalité. De plus
s(7 A4 T A i (12 7i |12 1/2
|bw(jaM7 Ja M)| S (‘w‘“gl“”fl/lw,rotp + |w|||HF||71/2,w,r0tF)
1 = C1n 1/2
(ol T2 1 2 gior + 10 HIMIP 2,0 a0 )
o o 1/2
< w2 (IEH 1 oot + IHEI 100tz )

1/2
(BITNE my + 1917 (1T 1 jptivr + IMIP 120 di0r) )

D’ou la deuxieme inégalité. O

Pour traiter la deuxi¢me formulation variationnelle (P**), on va choisir J et M dans le
méme espace V¢, = TH™Y?(div,I') N TL*(T') et on note

w,j,m
Vi=Vs. . x V.

UJ]’/TL ,]m

Théoreme 6.2 Le probléme variationnel

(pres Trouver (J, M) € V© tel que ¥V (J*, M") € V¢
C (T M, T MY = Lu(T MY

—. — . —. — .

admet une unique solution pour tout couple (Ef, H}) dans le dual de V5. Si (EL,HE) €
TH%(rot,I') x TH ?(rot,T') on a

1/2

(SN T sy + S |2||M||TL2 + _(||\7||21/2,wdwp+”M”21/2wdwp))

vl
9 1/2
< w2 (NEHP oot + IHE 12100t
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Si (€L, HL) € TL*(I) x TL*(T) on a

(SN TN 2y + 5 |2||M||TL2 + m(||\7||2—1/2,w,divp+”M”Q—I/Q,w,divp))
c /1 3 - 1/2
< = (SH“:FH%H(F) +5|W|2||HF||2TL2(F))

Preuve : La forme bilinéaire b:, est continue sur V$. De plus, elle est coercive. En effet,
en pousuivant la méme démarche suivie dans la premiere application, on peut tirer tout
de suite

_Re(i(F, M, T, M) > w(anin%m W

‘w‘_l(”M”%l/Z,w,diUF + ||J||%1/2,w,divp))

D’apres le théoreme de Lax-Milgram, on déduit ’existence et 'unicité de la solution. De
plus, on a

-

S(T AA T & ) 74 1/2
|bw(JaMa\7’M)| < C(|w|||g ||2—1/2wr0t1—~+|wH|HF”2—1/2,w,Totr)

1, - 1/2
(|w|||J||21/MUF oM i)

(T, M, T M| < w0 (I ot + I 12,0000,

- 1 - _ - - 1/2
(5”\7”312(1“) + W”M”%LQ(F) + |w] 1(||J||%1/2,w,divp + ||M||31/2,w,divp))

d’oti la premiere inégalité.
s(A A A A L g2 2147 112 1/2
05(T, M, T, M)| < (5||5r||m(r) + 8|1t 722ry)

- 1 - - - - 1/2
(5||~7||%L2(1“) + W”M”%m(r) + |w] 1(||j||31/2,w,divp + ||M||31/2,w,divp))
D’ou la deuxieme inégalité. O

6.2 Résultats en temps

Nous allons transporter les résultats fréquentiels dans le domaine temporel. Pour s € R,
nous introduisons les espaces

(Vi = H; Ry, TL*(D)) N Hy'/*(Ry., TH™/?(div, I))

Vim = H 2Ry, TH™?(div, T))

Vi = Hy 7 (Ry, TL*(D)) N Hy~2(Ry, THV?(div, T))
| V =Vi; X V
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Théoréme 6.3 Le probleme variationnel associé au probléme (P3)

Trowver (7,mm) dans V; tel que :

(PY*)< (5, ™) dans V*, on a

bs(;’ ,jta t) :Lt(] ,m)
avec

o . 1 oo+1io S5 5 5
B, ) = 5= [ B, ), (A 7)) de

2T —00+140

oco+io N N
Lty =5 [ L MY

27r —ootio

Pour (EL, Hi) € HY2(R,, TH™Y?(rot,T)) x HY2(R,, TH™?(rot,T)), il admet
une unique solution et on a la majoration

(17

1/2
saTLZ(F) + ||-]||s 1/2,0,7H=1/2(div,I") + ”m”s 1/2,0,TH= 1/2(dwr))

1/2
< (”ETHS—I—I/ZJTH 1/2(mtr)|| T||s—|—1/20TH 1/2(mtr))

Pour (Ei, Hi) € H:R,,TL*(T)) x Hs (R, , TL*(T)), il admet une unique solution et
on a la majoration
= 1/2
( g,«r,TLz(F) ||-7||s 1/2,0,TH-1/2(div,r) T 177 ]|2_ 1/2,0,TH- 1/2(dwr))

L 1/2
23 13 o TL2(T) T ||H11“||§+1,U,TL2(F)
=

Preuve : Nous appliquons le théoreme de Parseval a la formulation variationnelle
fréquentielle

Nous obtenons le probleme variationnel du haut avec

(G, G ) = o= [ Re(b1((F, M), (T, M) )

27‘(’ oo+io

La forme bilinéaire b] est coercive. Par le méme raisonnement que plus haut, on a
I’existence et 1'unicité de la solution, ainsi que l'inégalité de continuité. a

Théoréme 6.4 Le probléme variationnel associé au probléme (P3)
Trowver (j,mm) dans VE tel que :
(Pot) < V(5 mt) dans V', on a
bi (3, 7,1t = Le(, ")
avec

5 o 1 o0o+1i0 S5 5 N
(G, m), ) = 5 [ (A, ), (M 7)) dw

2 —00+140
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oo+io N N
LGy = o [ L M

27‘(’ —o0+i0o

Pour (Ei H') € HY'V2(R,, TH Y*(rot,T)) x HY2(R,, TH ?*(rot,T)), il admet
une unique solution et on a la majoration

g 1/2
(||]||S,J,TL2(I‘) + ||j||s 1/2,0,0H-1/(div,r) T 17733 1,0,TL2(r) T l773]|5_ 1/2,0,TH~ 1/2(dwr))
1/2
< (||Ez||s+1/20TH 1/2(rot,T") +||Hz||s—l—1/20TH 1/2(TotI‘))

Pour (Ei, Hi) € HS(R,,TL%T)) x H: (R, ,TLX(T)),il admet une unique solution et

on a la magjoration

1/2
(||]||50TL2 (I + ||]||5 1/2,0,TH~ 1/2(dva)+||m||s 1,0,TL2(T) +||m||s 1/2,0,TH- UQ(dwF))
1/2
< (“EZ I3 o T ||HZ||5+1 aTL2(1“))

Preuve : Nous appliquons le théoreme de Parseval a la formulation variationnelle
fréquentielle

(T, M), (J', MY)) = Ly(T*, M)
Nous obtenons le probleme variationnel du haut avec

-

(G ), G = o [ Re(i(T, M), (5 M) )

2T —00+140

Nous obtenons ainsi la coercivité de la forme bilinéaire bj. Ceci donne l'existence et
I'unicité de la solution, ainsi que I'inégalité de continuité. O

6.3 Résultats numériques

Dans cette application, on adopte la méme méthode de discrétisation introduite par la
premiere application, ainsi que les méme types d’éléments finis. Nous présentons des
résultats de SER monostatiques pour la méme sphére (de rayon 1m) maillée en 720 tri-
angles recouverte d'une couche diélectrique.
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Figure 10: La premiere figure montre les trois composantes du champ électrique calculé au
point (0,0,100). La deuxiéme constitue un Zoom qui montre comment le champ s’annule.

r —— SER calculee (mu=10, epsi=1, epai=.005) | q
=35 SER exacte (mu=10, epsi=1, epai=.005) |

P S S S IS OO M|
0 50 100 150 200 250 300

-50
0

——— SER calculee (mu=20, epsi=1, epai=.005) | |
SER exacte (mu=20, epsi=1, epai=.005) | -

50

PR
100

P
150 200 250 300

Figure 11: SER monostatique. Maillage de sphere de 720 triangles. L’épaisseur de la
couche est de .005m. f5,,; vaut respectivement 83Mhz et 58 Mhz.
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6.4 Extension

Dans le paragraphe précédent, on a présenté des résultats numériques pour la condition
d’impédance
tg(ad)
Q

(H A7)

gfz = W

Ceci en exprimant le terme tg(a))/« au premier ordre. Dans ce paragraphe, on va pousser
le développement & I'ordre trois :

(iw)®
3

Er- = iwpd(H A7) — ep26°(H A )

A part la précision, ’avantage de ce developpement est de faire apparaitre la permitivité
¢ afin de pouvoir la varier. L’équivalent temporel est

- € O*H
Er(t,z) = —pd—— + — 26
vt ) = —pd—- + gu 6" g

Les résultats numériques sont calculés pour une couche diélectrique d’épaisseur .005.
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L ——— SER calculee (mu = 10, epsi = 10, epai =.005) | ]
-30 - SER exacte (mu = 10, epsi = 10, epai =.005) |
L ! 1 | 1 | 1
0 50 100 150 200 250

Figure 12: SER monostatique. Maillage de sphere de 720 triangles. L’épaisseur de la
couche est de .005m. f5,; vaut 30Mhz.

b ——— SER calculee (mu = 1, epsi = 10, epai = .005) | ——— SER calculee (mu = 1, epsi = 100, epai = .005)
35 SER exacte (mu =1, eps = 10, epai =.005) | -30 - SER exact (mu =1, eps =100, epai =.005) |

o O | P e

0 50 100 150 200 250 300 0 50 100 150 200 250

Figure 13: SER monostatique. Maillage de sphere de 720 triangles. L’épaisseur de la
couche est de .005m. f5,, vaut respectivement 83Mhz et 30M hz.
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SER_mono_calculee(epai=.05; mu=2.; epsi=5.) | ]

-25 1 — SER_mono_exacte(epai=.05; mu=2.; epsi=5) |

R N
0 50 100 150 200 250

Figure 14: SER monostatique. Maillage de sphere de 720 triangles. L’épaisseur de la
couche est de .005m. f5,; vaut 83Mhz.

H —— ser_calc_epai.005_mul._epsil0 *; 35 . H —— ser_calc_epai.005_mul0_epsi10 7:

L Ll Ll I I I I T Y
0 100 200 300 400 500 600 0 100 200 300 400 500

Figure 15: SER monostatique. Maillage d’un ellipsoide de 720 triangles. fsp vaut
respectivement 100Mhz et 32M hz. L’épaisseur est .005m
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——— ser_calc_app2
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Figure 16: Comparaison de la SER monostatique entre la premiere et la deuxieme ap-
plication. Maillage de la sphere de 720 triangles, recouvert d’une couche diélectrique
d’épaisseur .05, de caractéristiques électromagnétiques i, = 2. et &, = 1., fsps vaut
185Mhz. Remarquons que la condition d’Engquist-Nedelec est bien meilleur que la con-
dition de Leontovith car le produit €., = 2 n’est pas grand devant I'unité.

0L

-20 ;

—— ser_lere approx_epai.005 mul0 _epsil. | |

ser_2eme_approx_epai.005_mul0_epsil. | |
Ll o b b b
0 50 100 150 200 250 300

Figure 17: Comparaison de la SER monostatique entre la premiére application et la
deuxieme application dans le cas ou la couche vérifie les conditions nécessaires pour les
deux applications (épaisseur petite, €,1, grand devant 'unité). Maillage d’ellipsoide de
720 triangles, recouvert d’une couche diélectrique d’épaisseur .005, de caractéristique p =
10 et € = 1. fsps vaut 83Mhz
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