Propagation dans un milieu a deux couches homogenes - intro-
duction aux couches absorbantes parfaitement adaptées

Nous nous intéressons au probleme de Cauchy en 1 dimensispade :

0% 0 ou
o) 2t -2 (u<x>8—x) 0, zeR >0,
u(z,0) = up(x), r €R, (1)
O 4,0) =y (), TR,

ot
dans le cas particulier ou le milieu de propagation est ca®@ale deux milieux homogéenes

semi-infinis :
p(x) =p1, p(x) =m siz <0, p(x)=ps p(r)=py siz>0. (2)
Dans chacun des deux milieux, on a donc une vitesse de progpaga

c1 =4 /& dans le milieuwr <0, ¢, =, /& dans le milieur > 0. (3)
P1 P2

On introduit les impédances acoustiqug®t o, de chaque milieu :

o1 = v/p1p1 dans le milieur < 0, o9 = \/uap2 dans le milieur > 0. 4)

Dans la suite nous désignerons par :
— u! larestriction dev az < 0,
— u? la restriction dex az > 0.

Nous nous contenterons de considérer le cas :

ug est réguliere a support compact dans 0, (5)
Uy = 0.
Question 1 :On associe a I'équation des ondes (1) le systeme du prencier suivant :
( 0 0
p(x)—u——vzo,xE]R, t >0,
ot_ Ox
—1(x)@—@:0xela t>0 (6)
/’l/ 8t ax ) ) Y
u(z,0) = up(x), x € R,
| v(z,0) = wo(x), 7 €R,

A l'aide de la formule des sauts, en supposant, t) et v(z,t) de classe”! dans chacun des
domainesr < 0 etx > 0 et que (6) est satisfait au sens des distributions, montretes deux
conditions de transmission suivantes sont satisfaites :

{ u'(0,¢) = u2(0,1) t>0,
ou' ou? (7)
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Question 2 :Avant de résoudre le probléme de Cauchy, on effectue ungsanadr ondes planes.
Soit donc une onde plane harmonique venant:des) se propageant dans le domaine 1 :

uf (2, t) = ufexp(i(wt — k1z))

La présence de la discontinuité en= 0 donne naissance a deux ondes, une dite réfléchie
uj (x,t) dans le domaine 1 se propageant versiles 0, I'autre dite transmise; (z,t) dans le
domaine 2 se propageant vers ies- 0. Donner I'expression générale dg(z,t) etuy (z,t).

En utilisant les conditions de transmission, montrer geetefficients d’amplitude de chacune
des deux ondes que 'on notera respectivemeret u; vérifient :

uy = Ruf et wuf=Tuf

avecR (coefficient de réflexion) &’ (coefficient de transmission) deux constantes qu’on expli-
citera. Les 2 coefficients ne dépendant pas dee peut-on intuiter pour la solution du probleme
de Cauchy ?

Question 3 :On se place sous I'hypothése (5). On démontrewfue, t) (resp.u®(z,t)) est la
restriction az < 0 (resp.z > 0) d’'un probléme homogene posé dans tout I'espace, avec dsnné
initiales :

1
ut(z,0) = ug(z) + up(z) et %(m, 0)=0,VreRr
) ou?
u“(x,0) =up(x) et W(m,O) =0,VreR

oUup est a support compact dans> 0 et ur a support compact dans< 0. Donner I'expres-
sion générale de'(z, t) etu?(z,t). En utilisant les conditions de transmission, explicitgfx)
etur(x). En déduire la solution du probléme de Cauchy (1) sous I'thygse (5).

Question 4 :Les 6 figures suivantes représentent les instantanés deiteosalu probleme de
Cauchy précédent pour 6 différentes configurations de matérAffecter chaque figure a sa
configuration en prenant soin de justifier sa réponse.
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Les configurations matériaux sont :

— Configuration A 1y =3, p1 =3, o = 2, po = 1/2.

— Configuration B i1 = 1, p1 = 1, o = 6, po = 3/2.

— Configuration C juy = 6, p1 = 3/2, ua = 1, po = 1.

— Configuration D 1y =2, p1 = 1/2, us = 3, po = 3.

— Configuration E ju; =2, p1 = 1/2, 2 = 1, py = 1.

— Configuration F uy =1, p1 =1, s = 2, po = 2.
Question 5 :On appelle couches parfaitement adaptées deux milieux lyar€me impédance
(on parle d’adaptation d'impédance). D’apres ce qui précade onde arrivant a I'interface entre
ces deux milieux est entierement transmise. L'idée (géhidé Béranger a été d'utiliser cette
propriété pour proposer un nouveau modele de conditionsrladastes au bord des domaines
de calcul pour les méthodes volumiques temporelles. Lesodiffractées par les structures ne
reviennent alors pas dans le domaine de calcul et donc ngepolpas la solution numérique.
Evidemment, dans la couche fictive il faut les annuler, ceegtifait en utilisant des matériaux
a pertes qui progressivement vont atténuer I'onde. On e plans le domaine fréquentiel et on
considére une interface entre les matériaux suivants :

P
= = <0 et = — =nud >0
pL=p, 1 = fi, T =gyt = (W), =

La vitesse dans le milieu 1 est = ¢ = K et dans le milieu 2, = cd(w). Pour que le

p
milieu 2 soit absorbant, il suffit qué(w) ait une partie imaginaire (avec le bon signe!). Pour
revenir facilement dans le domaine temporel, on demandexpression dé(w) sous forme de

aveco > (. Donner I'expression

fraction rationnelle de la variable. Soit donad(w) = - ad
7

de I'onde transmise a l'interface pour une onde plane haigpende pulsation provenant des

x < 0 dans le domaine 1. Montrer que I'onde transmise a une déarmis exponentielle dans

I'épaisseur de la couche. Quelle est sa vitesse de propa@aixprimer I'équation fréquentielle

vérifiée paru;(x,w) dans le domaine 2 en fonction gdeu, w eto. En posant, (z,w) = p(iw +

dug , . . . R .
0)_10—2, écrire I'équation du second ordre sous forme de systemeaiui@r ordre. Montrer
Xz



gue par transformée de Fourier inverse, on obtient danshaih@ temporel le systeme suivant :

(5 wow) =52 =0 o
( )(E+U 2) %:0,

En déduire I'équation temporelle du second ordre VvérifiGeupar, t). Montrer que I'énergie
acoustique décroit dans le milieu 2 au cours du temps. Laheofictive est donc absorbante.



