Analyse numérique et optimisation
TD n°5 I. Terrasse
Formulation variationnelle et éléments finis en dimension 1.

Dans les exercices suivants consacrés a la dimension 1, on se placera dans € =|0, L], sur

lequel on considérera un maillage uniforme de pas h = , n € N* fixé, de sommets
n

+1
xzj =jh,0<j <n+1etdemailles K; = [zj,2j+1], 0 < j < n.
On notera

V= {U € C(9), il existe une partition (w;) de Q telle que v € Cl(@)}

et
Vo ={v eV, v=0sur 00}

On munit V' du produit scalaire
< u,v >V:/ (Vu(z) .Vou(z) + u(z)v(x)) do
Q

et de la norme associée
HUHV =v<u,u>y.
On introduit les espaces d’approximation interne :

Vh:{thC(ﬁ); Uh\Kj EPl,VOSjSH;}CV

et
Von = {vn € Vi, vp(0) = vp(L) = 0} C Vo

Exercice 1

Estimation d’erreur en norme 2.
Soit le probleme variationnel :

Chercher u € V; tel que
/ o (z) v (z) dz = / f(z)v(x)dx Yvel, (1)
Q Q

avec f une fonction donnée dans C(Q).
On rappelle que le probléme

—u” = f dans ]0, 1]
{ w(0) = u(1) = 0 2)

admet une solution unique dans C2([0, 1]).
On considere le probleme variationnel approché :

Chercher up, € Vg, tel que
/ up, (z) vy, (z) do = / f(@)vp(x)dr Vo, € Vop. (3)
Q Q

1



1. Estimation d’erreur en norme L2. Montrer Iestimation d’erreur entre la solution
u du probléme (1) et la solution wu;, du probléme (3) :

" = upll 20y < Bl fllr2)-

En déduire estimation d’ordre 1 en norme L2 :

lu —unllL2() < C1h|lfllL2(0)-

avec C] une constante ne dépendant que de €. Cette estimation n’est pas optimale.

2. Probleme variationnel pour la fonction erreur. Soit le probleme variationnel

auxiliaire :
Chercher ¢ € Vj tel que

/ () (z) de = / (u—up)(z)v(z)de Yvelp, (4)
Q Q

ou la donnée est 'erreur de convergence.
Montrer que

=l = [ (=) @) (¢ = m¢) (x) do

ou 7y, est un opérateur d’interpolation a préciser.

3. Lemme d’Aubin-Nitsche. En déduire I'estimation d’ordre 2 en norme L2
2
v —unllr2) < C2b|| fllL2(0)
avec Cy une constante que 'on précisera.

Exercice 2

Quadratures.
Soit le probleme variationnel :

Chercher u € Vj tel que (5)
a(u,v) = L(v) Vv eV,

avec a(u,v)Z/“/(x) V' () dz

Q
et
L(v) = Qf(:):) v(x) dz.
ou f € C1(Q) est une fonction donnée. On considere I’espace d’approximation Vg, in-
troduit ci-dessus et on souhaite utiliser une formule de quadrature pour approcher les
intégrales dépendant de f intervenant au second membre. La formule de quadrature dite
des trapezes est définie sur chaque maille K; = [z}, x;11], pour tout 0 < j < n, par,
pour tout ¢ € C'(Kj;)

Qj(¥) = Z(¢($j)+¢(xj+1))ﬁ/ () da.



On introduit alors la forme linéaire approchée Ly, telle que pour tout vy, € Vj,

Lu(on) = 32 Q;(fon) ~ Liun).

§=0
Soit enfin le probléme variationnel approché :

(6)

Chercher up, € Vyy, tel que
a(up,vp) = Lp(vp) Yoy € Vop,

La différence avec le probléme d’approximation (3) se situe dans I’évaluation du membre
de droite.

1. Systéme linéaire. Expliciter le systéeme linéaire associé a (2). Commenter par rapport
a l'approche différences finies centrées d’ordre 2.

2. Lien avec 'opérateur d’interpolation. Montrer que pour tout vy, € V3,

Luon) = [ (rn(fon)) (@) da

ou 1y, est 'opérateur d’interpolation Py.

3. Premier lemme de Strang. On désigne par v et M les parametres de coercivité et
continuité de la forme bilinéaire a vis a vis de la norme |.||y. Montrer que pour tout
wp, € ‘/Oh7

alup — W, Uy,
viup —wplly < sup g
wneVor\{0}  llvnllv

puis que

L Vp) — Lh Uh,
Vlun —wnlly < Mlju—willy +  sup o) = Ln(on)
VR EVor\{0} v llv

4. Estimation uniforme. En utilisant les propriétés de 'opérateur d’interpolation ry,
montrer que

[ Cron = rufon) (@) do
sup

< Ch| fllv.
R €Vor\{0} vnllv

En déduire la convergence a l'ordre 1 en norme ||.||y pour le probléme variationnel
approché (2).



Eléments de Correction
Exercice 1

Estimation d’erreur en norme 2.

1. Estimation d’erreur en norme L2. Il s’agit du théoréme 3.2.6. Rappelons que la
démonstration se fait en 2 temps. Premi¢rement, on utilise le lemme de Céa (lemme
3.1.12), reliant erreur de convergence a erreur d’interpolation

—up|| <M inf |u-—
lu—unll < M inf Ju— o

qui s’écrit comme a(u,v) est exactement le produit scalaire L? des dérivées u’ et v/
I < inf I <l — /
[u" = upll2(q) < ,nf v — vyl 2y < Ml = (ronw)|[ L2

ou l'on a introduit rqgp I'opérateur d’interpolation P1 défini de V|, dans Vg par, pour
tout v € Vg,

n
ToRY = Z v(z5)p;.
j=1

On rappelle que les fonctions (¢;)1<j<n € Vo, définies par, pour tout 1 < j < n, pour
tout 1 < k < n, pj(xr) = ;i (avec d; symbole de Kronecker) forment une base de
Vorn (lemme 3.2.1). La deuxieme étape consiste a étudier l'erreur d’interpolation pour
obtenir une estimation a priori en fonction des dérivées d’ordre supérieur de la solution
u du probléme (1) qui est dans C2(€2). En utilisant le lemme 3.2.8, pour tout v € C%(Q),

10" = (ronv) | z2() < AlIv" |l L2()-
Comme u solution de (1) vérifie —u” = f, on obtient en regroupant les deux résultats,

[u" = upllz2) < PlFIlE2)-

L’estimation d’ordre 1 en norme L? s’obtient ensuite en écrivant que pour toute fonction
v € Vp et pour tout x €)0, L[

- 1/2 1/2
o@) = [ vy < ( I \v’<y>r2dy) ( I |1|2dy>
[t ar < ( [ \v’(y)\Qdy) L

soit I'inégalité de Poincaré pour tout v € Vj

et donc

vllz20) < LVl 2(0)

Par suite,
lu —unllz2) < Liv' —upllz2) < LRl fllz2(o)-

La constante L correspond au diameétre de Q (ici L = 1).



2. Probleéme variationnel pour la fonction erreur.
Comme u — uy, € Vp, on peut prendre vy, = u — uy, dans (4),

lu = un||Z2() = /Q(u_uh)(x) (u—up)(z)de = /QC/@C) (u—up)'(z) dz.

D’autre part, comme u est solution de (1) et uy, est solution de (3) pour la méme donnée
f, on a pour tout wy € Vg,

/ (u —up) (z) wy(z) doe = 0.
Q

En utilisant 'opérateur d’interpolation rq; de Vj dans Vj, défini plus haut, on a rgn( €
Von et donc

][(u —wp) () (ron¢)' () dz = 0.
Q

En regroupant les 2 résultats, on obtient
= wnlff ey = [ (0= ) (@) (¢ = ronc)' () o

3. Lemme d’Aubin-Nitsche. Comme u — u; € C(Q) N Vy, ¢ € C?() NV aveec —(" =
u — up, et on peut appliquer a ¢ le résultat d’interpolation de la question précédente,
soit

1(¢ = r0r) 2202y < PIC" I 2(02) = Pllw — unll L2 (0)-

Par suite et par Cauchy-Schwarz,

lu = unll72i) < 1w —un)llL2@I(¢ = ron) 2 (@) < Il(w = un) | L2@yhllv — unll2@)

et donc

= unll 20y < hll(u—un) | 22e0) < B[ fllr2(0)
en utilisant I’estimation d’erreur obtenue sur (u —uy)’ en norme L?. Nous avons gagné
un ordre de convergence sur l'erreur en norme L?2.

Exercice 2

Quadratures.
Soit le probleme variationnel :

Chercheru € Vj tel que (1)
a(u,v) = L(v) Yv €V,
avec
a(u,v) = / o' (z) v (x) da
Q
et

uwzéﬂmm@m.

ot f € CHQ) est une fonction donnée. On considére I'espace d’approximation Vo, in-
troduit précédemment et on souhaite utiliser une formule de quadrature pour approcher
les intégrales dépendant de f intervenant au second membre. La formule de quadrature



dite des trapezes est définie sur sa chaque maille K; = [z}, z;1], pour tout 0 < j < J,
par, pour tout ¢ € C1(K;)

QW) = 2wl + ¥ ~ [ v da

On introduit alors la forme linéaire approchée Ly, telle que pour tout vy € V},

J
Li(vn) = > Qj(fon) = L(va).

J=0

Soit enfin le probléme variationnel approché :

(2)

Chercher u, € Vyy, tel que
a(up,vp) = Lp(vp) Yoy € Vop,

La différence avec le probléme d’approximation (3) se situe dans I’évaluation du membre
de droite.

1. Systéme linéaire. La matrice du systeme linéaire d’ordre n est la matrice de rigidité
classique (cf formule 3.25) pour 'approximation du probléme de Dirichlet par éléments
finis P1. Intéressons nous au nouveau second membre qui est le vecteur B € R"™ de
terme général, pour tout 1 < i <mn,

B; = Lp(wi) = Qi—1(fwi) + Qi(fwi) = h f(x).

Le systéme linéaire ainsi obtenu est exactement celui que 'on avait trouvé par la mé-
thode des différences finies centrées d’ordre 2.

2. Lien avec l’opérateur d’interpolation. On vérifie facilement que la formule des
trapézes est exacte pour les polynémes de degré 1. Donc pour tout vy € V3, pour tout
0<7<n,

[ n(fo) @) dz = Qs fon)

i

car rp(fuvp) est un polynéme de degré 1 sur chaque maille K. De plus les valeurs aux

sommets de 7, (fvp) sont égales par définition de 'opérateur d’interpolation a celles de

fop, donc

Qj(rn(fon))) = Q;(fun).

On en déduit par sommation sur 0 < j < n,
Lnfon) = - Q;(fvn) = [ (u(fon))(@) da.
§=0

Ce résultat s’étend bien entendu a Vpp,.

3. Premier lemme de Strang. Soit w, € Vo, en écartant le cas trivial wy, = uy, on a
en utilisant la coercivité de la forme bilinéaire a,

(up, — wp, up, — wp,) a(up, — wp, vp)
< sup —

|un — wallv wneVor\f0}  llonllv

a
vlup — wplly <



Puis on introduit u dans l'estimation de a(up — wp, vp,) pour faire apparaitre les formes
linéaires provenant des problémes variationnels dont u et w; sont solutions.

a(up, — wp,vp) = alup, — u,vp) + alu — wp,vp) = Lp(vy) — L(vg) + a(u — wp, vg)
Par suite, en utilisant la continuité de la forme bilinéaire a,
a(up — wp,vp) < Mllu—wyllv]lvnllv + Lp(vn) — L(vg)

ce qui nous permet d’obtenir I’estimation

L Vh) — Lh Vh
VHUh—’UJhHV SM”U—’UJ}LH\/—F sup ( ) ( )
R EVor\ {0} lvnllv

. Estimation uniforme. En utilisant la premiére question, on a pour tout vy, € Vo, \ {0},

L(v) — Ly(vp) /Q(fvh — rp(fop) ) (x) dx
ol lonllv
On pose ¢ = fv, € CH(K ) on a pour tout z € K;, 0 < j < n, (cf formule 3.31)

s [eoa <o [ o

@i

[Wh(x) — rn) ()| =

et donc en intégrant sur K

J W@ = @lde < 2n [l

J

Comme ' = f'vj, + fu}, il vient par Cauchy-Schwarz,
J Wl [ AF@lon)]+ FOIRAODEE < 1V o500 Tl ey
J J

En regroupant, en sommant sur les mailles, et en utilisant a nouveau une inégalité de
Cauchy-Schwarz, on obtient pour tout v, € Vo \ {0},

1700 = malfun) @) dx < 20l enllv

soit

L(vp) — Lp(v
sup (vn) — Ln(vn)
U}LGVO}L\{O} ||Uh||v
On en déduit en utilisant la question précédente

< 2h[|fllv

vljup — wally < Mlu—wpllv + 2k f|v.
Comme v > 0, on obtient ’estimation d’erreur établie pour tout wy € Vyy,
lu—unllv = [lu—wy— (up—wn)llv
(1+5) = wnlly +2)hi 1y

IN

En prenant wy, = ru et comme u € C?(2), par le lemme 3.2.8, on en déduit qu’il existe
une constante indépendante de h telle que

lu = unlly < Ch(u"l[L2g) + 1 f1lv)

et donc l'utilisation de la formule de quadrature des trapezes pour ’évaluation du second
membre est d’ordre 1 en norme ||.||y et donc cohérente avec l'espace d’éléments finis
choisi.



