Analyse numérique et optimisation
TD n°2 1. Terrasse - Groupes 6813
Différences Finies en temps et en espace
Exercice 1

Probléme aux limites
Soit le probleme aux limites

Chercher u € C*([0,L]) tel que

—u"(z)=f ,Vx €]0,L], (1)
u(0) = a,

u(L) = b,

ott f est une fonction donnée de C°([0, L]) et a et b des réels donnés.

1. Cas continu : écriture intégrale En intégrant 2 fois 1”équation différentielle et en
utilisant le théoréme de Fubini, montrer que

u(x):/OLG(x,s)f(s)ds—i—a(L£x> +b% (2)

ou pour tout (z,s) € [0,1] x [0,1], G dite fonction de Green est définie par :

S(LL_JU) si0<s<x<L,
G(z,s) = 3
() I(I/L_S)siogxgsgL. ¥

En déduire que le probleme (1) est bien posé au sens de Hadamard. On exprimera la
dépendance continue en les données du probléme sous la forme

lulles = max ([lullco, Lijwlleo, L2[[u”lleo ) < Cillflleo + Calal + Csb]

avec des constantes C1, Cy, C3 que 1'on précisera.

2. Cas continu : principe du maximum. Montrer que si f > 0, a > 0, b > 0, alors
u > 0. Noter que cela permet de retrouver ['unicité de la solution du probleme (1).
Montrer le résultat de régularité suivant : si pour tout entier & > 0, f € C*([0, L]) alors
u € CF2([0, L])

Dans la suite de ’exercice, on s’intéressera a la fonction

(L —x) x
u(z) — | a T +bz

que ’on continuera a noter u(r) qui est la solution de classe C?> du probléme
homogeéne pour les conditions aux limites :

Chercher u € C3([0,L]) tel que

—u"(z) = f Vx €]0,L],

w(0) = 0, (4)
u(L) =0.



10.

L
. Discrétisation. Soit un entier J > 0 et le pas d’espace Az = ——. On introduit les

J+1
points discrets x; = j Az pour tout 0 < j < J 4 1. On considere 'approximation par

différences finies :
—Ujr1+2U; —Uj

Ax?
avec Uy = Ujy1 = 0. Ecrire ce schéma sous la forme matricielle

= flz;) 1<j<, (5)

AU = F

ou U = (Ui)i<i<y € R” est le vecteur inconnu, en précisant les composantes de la
matrice A € R%/ et du vecteur F' € R,

. Probléme discret : existence et unicité. Montrer que la matrice A est symétrique,

définie positive : on écrira < AX,Y >; sous forme symétrique en X et Y, avec < . >
le produit scalaire euclidien sur R”, pour tout vecteur X,Y de R’ pour lesquels on
notera Xo = Yy = Xj4+1 = Y 41 = 0. En déduire que le probleme discret admet une et
une seule solution.

. Principe du maximum discret Montrer que si F} > 0 pour tout 1 < j < J, alors

U;j > 0 pour tout 1 < j < J. On raisonnera pas I'absurde en supposant que y :=

1r<11j£1J Uj < 0 et en considérant I'indice ¢ € {1,---,J} pour lequel le minimum est
<<

atteint. En déduire que Ai_j1 > 0 pour tout 1 < 4,5 < J.

. Calcul explicite de A~!. Montrer que pour tout 1 <i,j < J, (A_l)ij = Az G(z4, ;)

ou G est la fonction de Green continue définie par (3). En déduire I’expression explicite
de U; pour tout 1 < j < J et comparer avec 'expression (2) obtenue pour la solution
exacte. Noter que 'on retrouve le principe du maximum discret.

. Erreur de convergence / erreur de troncature locale. Etablir I’équation vérifiée

par le vecteur e € R’ de composantes ej =U; —Ujpour tout 1 < j < JouU =
(Uii<i<s = (u(®i))1<i< 5 € R est le vecteur de composantes la valeur de la solution
exacte u du probléme (4) aux points discrets. En écrivant cette équation sous la forme
Ae = n, préciser les composantes du vecteur n € R’ qui correspond & lerreur de
troncature locale.

. Consistance du schéma & ’ordre 2. Montrer que sous ’hypothese f € C2([0, L]),

on a
— 2
Illoc := max |n;| < Cy Aa?,

ou Cf est une constante a déterminer (en fonction de f).

. Stabilité L°°. On rappelle que la norme matricielle subordonnée a la norme vectorielle

leo est définie pour toute matrice M € R’/ par :
Il p p

J
[ M||oo = 1@@%2 | M

En considérant w(x) la solution exacte pour la donnée f; fonction constante égale a 1
- L?

sur [0, L] et en justifiant que |47}l = [|W |0, montrer que [[A™Y|o < 'S

Convergence L*°. Déduire des questions précédentes que sous 1’hypothése f €

C2%([0, L)), le schéma aux différences finies (5) est convergent en norme L* et préci-

ser son ordre.



11. Convergence L2. On s’intéresse a la convergence dans une norme faisant intervenir
les variations spatiales de I’erreur. Pour tout vecteur X € R, avec les conventions de
notation précédentes, on consideére les 2 normes suivantes sur R” :

[SIE

J+1 1 2 J

2 2

IXla= (30 o 1% X)Xl = (3 Al
7j=1 j=1

et on note < . >4 et <. > les produits scalaires associés.
e Montrer que pour tout X € R’, | X2 < LY?||X||oc < L||X]|[4. On écrira que pour

tout 1 << J, Xi:Xo—l-(Xl—XQ)—I-"-—I—(XZ'—Xi,l).
e Montrer que pour tout X,Y € R/, < X,V >, =< AX,Y >,. En déduire que |e|4 <

Linll2-
e En déduire la convergence du schéma en norme ||.||4 et norme .|| et préciser les

majorations obtenues.
Exercice 2
Equation de diffusion-chaleur.

Soient T un réel strictement positif, v > 0 un coefficient de diffusion (unité : m?/s)
et u® € C°(R) une fonction donnée 1-périodique. On s’intéresse & I’équation de la cha-

leur :
Chercher u : R x [0,7] — R 1-périodique telle que

0 0?
ait‘(x, t) — Va—xgt(x,t) =0 V(z,t) € Rx]0,T], (6)
u(z,0) =u’(z) Vo eR.

On admet que le probleme (6) admet une et une seule solution réguliere bornée.

1. Conservation de la masse (pour une équation de diffusion) Montrer que pour
tout ¢ € [0, 71,

/01 u(x,t)de = /01 u’(z) dz

2. Décroissance de ’énergie. Montrer que pour tout ¢ € [0, 7],

1 L 1 rt
- / fu(z, )2 da < = / 0 () 2 da
2 Jo 2 Jo

3. Décomposition en série de Fourier en espace (périodicité). Pour tout ¢t € [0, 7],
on décompose la solution u(.,t) selon sa série de Fourier :

u(x,t) = Z Gy () ek (7)

kEZ

Déterminer I’équation différentielle en temps vérifiée par les fonctions g (t) (on procé-
dera formellement en supposant que la régularité de la solution u(.,t) est suffisante pour
justifier ces manipulations).

4. Discrétisation par un #-schéma en temps.Soit § € [0,1] un parametre réel. On

T
considére un entier N > 0 et le pas de temps At = N On introduit pour tout 0 <



n < N, t" = nAt linstant discret. On considére par ailleurs un entier J > 0 et le pas
1
d’espace Ax = 7 On introduit les points discrets z; = j Az pour tout —1 < j < J+1

et on étendra cette notation a 5 € Q. On considere approximation par différences finies
de I’équation de la chaleur par le #-schéma :
n+l _ 71rn n+l n+1 n+1
At Ax?

no_oUn L Un
1 -1
—(1-fp—Lt Mg =L—0 (8)

pour tout 0 < n < N — 1 et pour tout 1 < j < J. On ajoute les conditions de 1-
périodicité :
VO<n<N-1, Uy=U} et Uj,=U

et la condition initiale de démarrage en n = 0
Vi<j<J, U} =u’(z;).
On introduit le nombre adimensionnel (appelé nombre de Courant diffusif)

vAt

COd:m

Pour tout 0 < n < N, on introduit le vecteur U™ = (U*)1<i<; € R”. Ecrire le §-schéma
(8)sous la forme matricielle pour tout 0 <n < N —1

(Bﬁ)—lUTL-‘rl — B%Un

avec

Bl = (I+60Co4B)™t BY=1I—(1-6)CoyB

avec I matrice d’identité d’ordre J et B une matrice carrée d’ordre J que 1’on explicitera.
A quoi correspondent B? et B% quand 0 vaut 0 et 17 Justifier I'existence de la matrice
BY.

. Erreur de convergence / erreur de troncature. Pour tout 0 < n < N — 1, on
introduit le vecteur erreur e” € R’ de composantes ey =U - U ; pour tout 1 <j < J
ott U™ = (U 1<i<y = (u(x;,t")), ;< ; € R” est le vecteur de composantes la valeur de
la solution exacte u du probléme (6) aux points discrets en espace et au temps t". Par
1-périodicité, on a ey = e'j et €7, ; = e} pour tout 0 < n < N — 1 et par la condition
initiale e? = 0 pour tout 1 < 7 < J. Montrer que, pour tout 0 <n < N — 1,

(BY) e = Bjen — Aty (9)

en précisant les composantes du vecteur des erreurs de troncature n” € R,

. Consistance. Montrer que le #-schéma est consistant et d’ordre au moins un en temps
et deux en espace. Préciser la régularité demandée sur la solution exacte. Que se passe-
t-il si 6 = 1/2.

. Stabilité L? du #-schéma par analyse de Fourier. On notera < .,. > le produit
scalaire sur R’ x R” associée & la norme L? sur R, définie pour tout X € R’ par || X||]z =

2

J
Z Azx|X; > | . Montrer en utilisant la décomposition en série de Fourier des fonctions
J=1



@" () 1-périodiques constantes par morceaux sur les intervalles |2, 1 /o, ;41 /9[, 1 < j <
J associées a U™ pour tout 0 < n < N — 1 que le f-schéma est inconditionnellement
stable en norme L? si § > 1/2 et conditionnellement stable si § < 1/2 sous la condition
de stabilité (dite condition CFL) :

2(1 — 20)vAt < Az?

Vérifier que lorsque Az — 0 les coefficients de la série de Fourier de la solution discrete
sont régis par un schéma aux différences finies en temps qui est la discrétisation de
Iéquation différentielle obtenue pour les fonctions 4 (t) & la question 3.

8. Convergence en norme L2. Etablir un résultat de convergence en norme L? pour le
f-schéma (8). En considérant pour 0 < n < N, 4"(x) la fonction 1-périodique constante
par morceaux associée a U™, établir un résultat de conservation de la masse discréte

1 1
/ 4" (x) dx et de décroissance de 1'énergie discrete / |i™(2)|? dz. Comparer avec le
0 0

cas continu (questions 1 et 2).

9. Stabilité L? par méthode énergétique Nous considérons une approche alternative
de la stabilité L? qui est utilisée dans des cas plus généraux que I’analyse par Fourier
(coefficients non constants par exemple). On note pour tout 0 <n < N — 1

Un-‘r@ — 9Un+1 + (1 o 9) Unr
Etablir I'identité d’énergie :
1 1 1
SIUE = SN0+ 5(20 = DU~ UM + Cog (BU™,Um) = 0

La matrice B étant symétrique positive, on rappelle (TD n° 1) que pour tout X € R’
< BX,X >< ||Bl2|| X[5 et [BX[3 < [Bl2 < BX, X >

et que les majorations sont optimales. Montrer que ||B]|2 < 4. Retrouver les résultats
précédents de stabilité L2.

Exercice 3

Equation d’advection.

Soient 7" un réel strictement positif, V' > 0 une vitesse d’advection (unité : m/s) et
u® € C°(R) une fonction donnée 1-périodique. On s’intéresse & I’équation d’advection :

Chercher u : R x [0,7] — R 1-périodique telle que
0 0
i:(x, £) + Va—Z(x,t) =0 VY(z,t) € Rx]0,T], (10)

u(z,0) =u’(z) Vo eR.

La solution exacte s’écrit u(x,t) = u’(z — Vt) pour tout (x,t) € R x [0, T].
1. Résultats de conservation : cas continu. Sans utiliser la forme explicite de la

solution exacte, établir pour tout ¢ €]0, T les résultats de conservation de la masse et
de I'énergie :

[uwnde= [0@in, [ utoPie= [ @R

5



Commenter par rapport a ’équation de la chaleur.

Dans la suite, nous allons étudier différents schémas aux différences finies en espace
et en temps pour ’équation d’advection (10). On considére un entier N > 0 et le pas

T
de temps At = N On introduit pour tout 0 < n < N, t" = nAt linstant discret. On

1
considere par ailleurs un entier J > 0 et le pas d’espace Ax = —. On introduit les points

discrets x; = j Az pour tout —1 < j < J + 1 et on étendra cette notation a j € Q.
Pour tout 0 <n < N, on introduit le vecteur U" = (U")1<i<j € RY avec I’objectif que
Ul >~ u(x;,t") = U. On ajoute les conditions de 1-périodicité :

VO<n<N-1, Uy=U} e Uj,=U
et pour tous les schémas a étudier, la condition initiale de démarrage en n =0
Vi<j<J, U} =u’(z).
Enfin, on introduit le nombre adimensionnel (appelé nombre de Courant advectif)

VAt

COa:Tx

2. Schéma centré explicite. On considere le schéma :
n+1
) +V
At 2Azx
pour tout 0 <n < N —1 et pour tout 1 < j < J.

(a) Consistance. Montrer que pour u’ € C3(R) le schéma (11) est d’ordre un en temps
et deux en espace.

Un . —yn

(b) Non stabilité L? Montrer que le schéma (11) est inconditionnellement instable en
norme L? dés que I'on a éliminé les cas triviaux J = 1 et J = 2.

3. Schéma décentré amont. On considere le schéma :

ygrtl _pn ur—ur
Y V=0 (12)

pour tout 0 <n < N —1 et pour tout 1 < 5 < J.

(a) Consistance. Montrer que pour u’ € C*(R) le schéma (12) est d’ordre un en temps
et un en espace.

(b) Stabilité L°°. Montrer que le schéma (12) est stable en norme L sous la condition
CFL
Co, < 1.

(c) Convergence L. En déduire un résultat de convergence en norme L*° du schéma
décentré amont (12).
(d) Convergence L?. Qu'en est-il en norme L??

(e) Diffusion numérique. Montrer que le schéma décentré amont peut s’écrire comme
une modification du schéma centré explicite par ajout d’un terme de diffusion numé-
rique qu’on explicitera.



(f) Résultats de conservation : cas discret. En considérant pour 0 < n < N, a"(x)
la fonction 1-périodique constante par morceaux associée a U™, établir un résultat de

1
conservation de la masse discréte / 4" (x) dx et de décroissance de ’énergie discrete
! 2
/ |a"(z)|* dez. Comparer avec le cas continu (question 1).
0

4. Schéma de Lax-Wendroff. On consideéere le schéma :

Uity _ <V2ﬁt> 1~ 20 U

+1
Uan _U}L+V fi

At 2Nz =0 (13)

2 Ax?
pour tout 0 < n < N —1 et pour tout 1 < 5 < J.
(a) Consistance. Montrer que pour u’ € C*(R) le schéma (13) est d’ordre deux en temps

et deux en espace.

abilité . Montrer que le schéma est stable en norme sous la condition
b) Stabilité L?. M le sché 13 bl L? 1 diti
CFL
Co, < 1.

(c) Convergence L?. En déduire un résultat de convergence en norme L? du schéma de
Lax-Wendroff (13).

(d) Stabilité L>*? On s’intéresse a une donnée initiale V*) € R’ telle que si k €
{1,-+--,J — 1} est un indice fixé, Vj(k) =1si1<j <k, V;-(k) = 0 sinon, pour tout
1 < j < J. Conclure sur la stabilité L> du schéma de Lax-Wendroff (13).

(e) Résultats de conservation : cas discret. En considérant pour 0 < n < N, @"(z)
la fonction 1-périodique constante par morceaux associée & U™, préciser et commenter

1 1
le comportement de / " (z) dx et de / |a™ () |? da.
0

0



Eléments de Correction
Exercice 1

Probléme aux limites

1. Cas continu : écriture intégrale On integre 2 fois I'équation différentielle, il vient

Vz € [0, L] )
u(zx) = /Ox </0 f(s)ds) dt + cx +d

avec ¢ et d 2 constantes d’intégration. . En utilisant le théoréme de Fubini, on obtient :

/om (/ot f (s)d8> dt = /Ox (/x / (S)dt> ds = /Ox(x S

u(z) = —/Om(x —s) f(s)ds+cx+d

En utilisant les conditions au bord u(0) = a et u(L) = b, on détermine les constantes ¢
et d:

et donc

L—=x x
u(x)——/(x—s ds—i—L/ —s)f(s)ds+a 7 +bf
—/ < (@ ) —i—f(L ) s)ds + — / —s) ds—i—aL S
L L L L
(L —x) x
_ s)d po
/ :cs s+ a i + i

avec la fonction de Green G définie par (3). On en déduit l'existence et unicité de la
solution du probléme (1) donnée par la formulation explicite (2). De plus, en remarquant
que la fonction G(z, s) est positive sur son domaine de définition, Vz € [0, L]

L
u(@)| < fllev | Gla,s)ds + [al + [o

et Yz € [0, L],

/OLG(:L‘,s)ds = (ng)/oxsds—i—;/mL(L—s)ds

(L—2z)2* x(L—2)> (L-x)z _L?

= = < —
2L * 2L 2 - 8
donc
fulleo = ma. )] < 5 e+l +
En dérivant (2), on obtient Vz € [0, L]
1 a b
/ [ — —_ —_— PR—
u'(z) = sf ds—i—L/ s)f(s)ds L+L

8



et donc toujours par un argument de positivité de l'intégrande

b
' (@)] < | flleo T /sds+L/ syas + 12 1
et Vo € [0, L],
x? (L—.%')z L
_ _L
L/ SdS+L/ S)ds = op + 5 =3
donc o
a
llleo = max |of(2)] < 2Hch + 2+ 2

En dérivant de nouveau, on obtient bien str, Vo € [0, L] :

u(z) = —f()
et donc la troisieme majoration :

u” = max |[u"(z)| <
i New = mace " ()] < 1 o

La solution dépend donc contintiment des données et par suite le probléme est bien posé
au sens d’Hadamard et

Julles = max (Jfulleo, Ll o, L2 lleo) < L] flleo + lal + [Bl.

. Cas continu : principe du maximum.Comme G(z, s) est positive sur son domaine
de définition, la représentation intégrale (2) donne immédiatement le principe du maxi-
mum :si f >0,a>0,b>0, alors u > 0.

Remarquons que par linéarité, s’il y a 2 solutions au probléme aux limites (1), leur
différence est solution du méme probléme avec f,a et b nulles, le principe du maximum
appliqué & f,a,b et —f, —a, —b nous donne 'unicité de la solution.

Le résultat de régularité découle de 'équation u” = —f. Si f € C°([0, L]), on a montré
u € C%([0,L]). Pour k > 1, si f € C*([0,L]) alors pour tout 1 < & < k, u¥'+2) =
—f) e ¢o([0, L]) et donc u € C¥+2([0, L]). La solution gagne 2 ordres de régularité par
rapport a la donnée f.

. Discrétisation. Par changement d’inconnue on se ramene au probleme homogene pour
les données aux limites. Le schéma proposé s’écrit

AU =F

avec la matrice A € R77 et le vecteur F € R” :

2 -1 0 0 f(a1)
-1 2 -1 f(@2)
1
A= Ax? 0 0 , F=
-1 2 -1 Flas1)
0 0 -1 2 fzy)



4. Probléme discret : existence et unicité. Un calcul direct montre que pour tout
vecteur X,Y de R’

J 1 J

Aij XY = —5 ) (=Xis1 +2X; - X; )Y
iljzl J<J A2 ;( 1+ +1)

1 J
= Ao Xi-Xu)Yit ZX Xi-1)
=1

M~

<AX)Y >; =

1 J 1 J+1
= A2 ;)(X Xip1)Yi + N ;(Xi - X;1)Y;
| It 1 I
= Az Z;(Xi_l — XY+ 15 ;(Xi — Xin)Y;
| I
= A2 > (X = Xis)(Yi - Vi)
=1
J+1
Xi—XiaYi—Yi
- —< X, AY >
; Azx Azx 4

avec la convention Xo = Yy = X1 = Y 41 = 0.. Nous venons d’effectuer I’équivalent
d’une intégration par parties dans le cas discret. On a en particulier pour tout vecteur
X de R/

J+1 2
X — Xil)
< AX, X > = —— ) 20
= ()

Etsi< AX, X >j=0alorspourtout 1 <i<J+1, Xg=X1=---=X,_1=X; =

- = Xy = Xji1, la nullité aux bords entraine que X = 0. La matrice A est donc

symétrique définie positive. Elle diagonalise en base orthonormée et ses valeurs propres

sont toutes réelles et strictement positives, en particulier 0 n’est pas valeur propre et par

suite la matrice est inversible, le probléme discret (5) admet une et une seule solution
pour tout F € R”7.

5. Principe du maximum discret Soit F' tel que F; > 0 pour tout 1 < j < J.

Démontrons par I'absurde que u := 1r<]run U; > 0. On suppose 1 < 0 et on pose

<<

i€{l,---,J} un indice (il en existe au moins 1) pour lequel le minimum est atteint :

U, = 121112} Uj =p. Sil<i<J,alors comme U est solution de AU = F' la i-¢éme ligne
<5<

s’écrit
QUZ‘ — Ui+1 — Ui—l = A(IZ2Fi > 0
par hypothese sur F'. Donc
0< (Ui —=Uiy1) + (Ui = Ui—1) = (p = Uigi) + (1 = Ui—1) <0
car U; = p est un minimum. Donc

Uii1=U;=Uip1=p

Donc les indices ¢ — 1 et ¢ + 1 réalisent aussi le minimum. De proche en proche, U; =
Uy = p. On considere alors la premiere ou la dernieére ligne de la matriceA :

0§A$2F1:U1+(U1—U2)§U1=M<O

10



ce qui est une contradiction. En remarquant que Uy = Uy = 0, on peut méme écrire
si F; > 0 pour tout 1 <7 < J

= min U; >0
a 0<j<t+1 0 T

qui est I’équivalent pour la solution du schéma discret de principe du maximum démon-
tré dans le cas continu pour la solution exacte.

On considere pour 1 < j < J fixé le vecteur F7 = (0---1---0) = (&ij)1<i<s (i
désigne le symbole de Kronecker) et X7 la solution de AX7 = FJ. Par construction,
XJ = A7 FJ et pour tout 1 <4 < J, la i-eme ligne s’écrit

J J
—1j -1 -1
= ZAik Flg = ZAik: Okj :Aij
k=1 k=1

D’apres le principe du maximum, comme pour tout 1 < 4,5 < J, FlJ = 0;; > 0,
X! = Ai_j1 > 0. L’inverse de la matrice A a tous ses coefficients positifs ou nuls.
. Calcul explicite de A~!. Pour le calcul explicite de A~1, d’apres la question précédente
on doit calculer pour chaque 1 < j < J la solution X7 de AX/ = FJ/. Sil<j < J, les
(j — 1)-émes premieéres lignes du systéme sont a second membre nul. On fixe X{ comme
parametre et on obtient successivement

X) =2x7
X] =2X) — XJ =4x] — X] = 3X/

X)=2X] - X] ,=2(j - )X]{ - (j—-2)X{ =j X7

Sil<j<J,les (J— j)-emes dernieres lignes du systéme sont a second membre nul.
On fixe X’ comme parameétre et on obtient successivement

X)_ =2X)=(J+1-(J-1)X} .
X ,=2X) |~ X)=4X) - X)=(J+1-(J-2)X]

XI=o2X] | - X ,=2(J- )X} —(J—j-1X)=(J+1—j) X}
Donc pour tout 1 <5< J

JH1—i

TUriog s

Xij:zXfZEX]]- 1<i<j etX/=(J+1-10)X}
Pour finir la résolution et trouver I'unique inconnue restante X J , il nous reste a utiliser
la j-eme ligne du systéme en introduisant si besoin X =0 XJ ou XJ+1 =(J+1-

(J + l))XJj, soit :

Aa? = 2X)—X] | - X =X -X_ +X X,
_y—o—ij Jrili G,
B J J+1—-j J
_ EXJ L T+l

JH1—579 " j+1-5)77

11



Soit en remarquant que (J + 1) = L/Ax et que les points de la grille z; = iAzx

X’ = Az —(JAz)(J+1—j)Ax = AJJ(LL%J

p 7 = AzG(zj, zj)

et donc comme XZJ = Aljl, on obtient explicitement, pour tout 1 <i,j5 < J

zi(L — x;j)

- rilb =) g

Al = A 1<i<j et A =Az 7 J<

soit 1 <1i,5 < J, (A_l)ij = Az G(z;,z;) ot G est la fonction de Green continue définie
par (3). Cette fonction étant positive sur toutes les valeurs de z; et z;, on retrouve

que la matrice A! a ses coefficients positifs ou nuls et donc le principe du maximum
discret. Explicitons la solution U du systéeme AU = F' : pour tout 1 <i < J

J J J
U, = ZA_lF- = AxZG(xi,xj)Fj = AwZG(xi7$g‘)Fj
j=1 Jj=0

xj-&-l
= Z/ G(xi, xj) f(xj)ds
a comparer avec l'expression (2) obtenue pour la solution exacte
L $]+1
u(z;) = / G(zi,s)f(s)ds = Z/ G(zi,s)f(s)ds

Z [ G s

1

quand on approche l'intégrale par une somme de Riemann aux noeuds inférieurs des
segments d’intégration.

. Erreur de convergence / erreur de troncature locale. Avec les notations indiquées
et comme u(x) vérifie les conditions aux limites homogenes, on a pour tout 1 <i < J

(Ae)i = [AU=D0)| = (F—AD); = f(:) - (AD),
~Uii1 +2U0; — U4

= —u”(:l:i) — A$2
u(aji_H) — 2u(xl) + U(IL’Z'_1)
— A2 — ()
on a donc
Ae=n

ot n € R’ est I'erreur de troncature locale qui vient de I'approximation par différences
finies de 'opérateur différentiel et qui fait que U ne vérifie pas le schéma (5) (c’est U
qui en est solution) : pour tout 1 <i < J

- w(@it1) — 22(;;) +u(@ia) _ o (1)

12



8. Consistance du schéma a ’ordre 2. On suppose f € C%([0,L]), donc d’apres le
résultat de régularité v € C*([0, L]), on peut donc effectuer un développement de Taylor
a ordre 4 centré en x; pour tout 1 <i < J

Az? Az3 Azt
w(@isn) = u(as) + Azv () + Txu”(xi) + %u@) () + %u@*) ()
Az? Az Azt _
w(wi—1) = u(z;) — Az (z;) + Tu”(xi) — Tu(g) () + ﬂu(‘l) (177)
avec 7'i+ € [zi,xip1] et 7, € [wi_1,x;]. Par suite : pour tout 1 <i < .J
Az? Ax? _ Ax? Az?
il = ﬂ“(@(ﬁr) + ﬂ“w(% )| < WHU(QHCO = ﬁ”f”HcO
en utilisant que ©® = —f”. On obtient la majoration

1
Il = uax Il < Cp Aa?, avee Cp = o1 e

Le schéma (5) est consistant a 'ordre 2 en espace, il est important de noter que l'ordre
supplémentaire a été gagné parce que le schéma était centré en espace mais qu’il n’est
atteint que si la donnée et donc la solution sont suffisamment régulieres.

9. Stabilité L°°. Si la donnée f est la fonction constante f; égale a 1 sur [0, L], comme
fir =0, d’apres la question précédente

17lloc =0

et donc -
0=Ae=AW-W)

oil on a noté w(z) la solution exacte associée a f1, W € R” la solution du schéma discret
obtenue avec F'1 vecteur discret correspondant et W = (w(z;))1<i<s € R’. Par suite
W =W = A71F1. Le vecteur F1 a toutes ses composantes égales & 1. Donc, pour tout
1<i< J:

3 -1 —1 -1
Wi=2 Ay (F1)i=3 Ajl =) |45
j=1 Jj=1 Jj=1
car la matrice A~! a tous ses termes positifs. Par définition des normes vectorielle et
matricielle |||,

1<i<J

J
-1 _ -1 _ T — 1T,
|[A™ oo = max ]§:1: |Aij | = 112%)(‘]”{” = [Wleo

L —
La solution exacte nulle aux bords de —w”(z) = 1 sur ]0, L[ est w(z) = 33(233) qui

atteint son maximum en x = L/2. Celui-ci vaut L?/8. On obtient donc :

Noter I'analogie avec le résultat obtenu pour le probléme continu. L’inverse de A est
donc bornée en norme infinie par une constante indépendante de Az, c’est un résultat
dit de stabilité L>°

13



10. Convergence L*. On suppose f € C2([0,L]). D’aprés les résultats précédents de
consistance et stabilité,

_ _ L? L2
lelloo = A lloe < 1A oo lInlloo < ng Az® = %Hf”Hcko?-

Le schéma (5) converge en norme L a l'ordre 2 quand Az tend vers 0.

11. Convergence L°.
e Soit X € R, pour tout 1 < i < J, en posant Xg = X;,1 =0,

i
e
Az

1/ 2 , 1/2
V)

ou on a utilisé 'inégalité de Cauchy-Schwarz sur le produit scalaire noté < .,. >; qui
est le produit scalaire < . >3 restreint aux ¢ premieres composantes. Par suite

7
X = ‘XOJFZ(X —

£

< | XaLl?

X;— le

IN

1Xloo < LM% X4

De plus,
J J
X015 = { 2o AzX;P ) <IX5 [ DAz | < [IX[%L
j=1 j=1

On obtient donc
X2 < I X [ooL"? < L X ||

i
Noter que l'estimation || X |2 < L||X||4 provient du fait que Xo = 0 et que Z Az|1)?

j=1
est bornée. Le résultat précédent devient faux sinon.
e On a établi précédemment le résultat suivant, pour tout X,Y € R”,
J+1
Xi— X, 1Y, —-Y 4
< AX)Y >;= . o
’ Z:ZI Ax Ax
Donc
J+1
X —X; 1Y, —-Y;_
CAX)Y >p= Az < AX)Y >;=Ag Y TSI T 0 XY >y
v Ax Ax
Donc
el =< e,e >a=< Ae,e >a=< n,e >2< [nll2lle]l2 < Llln2llel 4
d’apres l'inégalité de Cauchy-Schwarz appliquée a < .,.,>9 et les estimations précé-

dentes. Donclle|]|4 < L||n||2 qui est un résultat de stabilité en norme L2
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e En utilisant le résultat de consistance précédent, on a :
lella < Linllz < L2 |nllo0 < L%2Cy Aa?

et
lell2 < Llle]a < L32Cy Aa?

Le schéma (5) converge en norme L? et en norme A a 'ordre 2 quand Az tend vers 0.
Exercice 2

Equation de diffusion-chaleur

1. Conservation de la masse (pour une équation de diffusion) Soit ¢ €]0,T'[, pour
tout s € [0,t], on integre en espace sur [0, 1] I’équation (6) :

L ou 0u
/0 (at(x, s) — I/W(ZL‘, S)) dr =0

soit par intégration directe en espace,
d 1 ou o=l
— [ u(z,s)de=v |—(z,s =0
e L e

en utilisant la 1-périodicité en espace de u(x,t) et de ses dérivées. On obtient par
intégration en temps sur [0, ¢ ]la conservation de la masse.

2. Décroissance de I’énergie. Soit t €]0, T, pour tout s € [0,¢], on intégre en espace
sur [0, 1] ’équation (6) multipliée par u(zx,s) :

L ou L 9%
/OE(%S)U(UC,S)M—V/O @(:r,s)u(x,s)dx_o

soit par intégration par parties en espace

1d [t 9 L ou 2 ou v=l
§£/0 lu(z,s)|“de = —1//0 %(x,s) de + v [ax(x,s)u(x,s) -
L1 ou 2 dr < 0
- — = <
1//0 o (x,s)] dx<

en utilisant la 1-périodicité en espace de u(z,t) et de ses dérivées. On obtient par intégra-

1 r1
tion en temps sur [0, t] la décroissance de I’énergie 3 / |u(x,t)|? dz. Plus généralement,
0

soit 7 : R — R une fonction de classe C? et convexe (n”(v) > 0 pour tout v € R), en in-
tégrant en espace sur [0, 1] I'équation (6) multipliée par 7' (u(z, s)), on obtient de méme
(intégration par parties et 1-périodicité de u) :

2

& [ ntat e = [Cpute )| 5| de <o

grace a la convexité de n. On en déduit que :

1
/0 n(u(x,t))dxg/oln(uo(x))dx.

11 s’agit d’une propriété de décroissance de ’entropie fol n(u(z,t)) dz. Pour n(v) = 102,

on retrouve la décroissance de 1’énergie).
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3. Décomposition en série de Fourier en espace (périodicité). Sous réserve de
régularité suffisante, on dérive en temps sous le signe somme la série de Fourier (7) :

ou d ;
7(37,15) — Z fﬁk(t) eZzﬂ'km
ot ez dt
et
0%u

W(m,t) = Z(?iﬂk)Qﬁk(t) e2imke
v kez

Par transformée de Fourier inverse, on obtient en utilisant la décomposition en série de
Fourier de «° suffisamment réguliére notée ﬁg, Vk eZ :

d
aak(t) + 4r?kPviag(t) =0 Yt €]0, T,
a(0) = @}
Par suite -
’LALk(t) _ ﬁg e—47r kvt
La décroissance est d’autant plus rapide que k est grand, c’est V'effet régularisant de
I’équation de la chaleur.

4. Discrétisation par un f#-schéma en temps. Le schéma (8) s’écrit pour tout 0 <
n<N-1
(I+ 6CoqB)U™™ = (I— (1-6)CoyB)U"™!

avec
2 ~1 0 1
-1 2 -1 0
B=1| o 0
0o . -1 2 -1
1 .- 0 -1 2

On note < .,. >9 le produit scalaire sur R’ x R” associée & la norme sur R7, définie
1

J 2
pour tout X € R par | X|2 = (Z Aa:|Xj|2) . On considereX et Y deux vecteurs
j=1

quelconques de R” et on leur associe les conditions de 1-périodicité Xo = X7, Xji1 =
X1, Yo=Y, Y1 =Y, alors en effectuant une intégration par parties discretes

J J J
<BX,)Y > = Az) Y ByX;Vi=Az) (—Xi1+2X;— X;11)Y;
=1

i=1 =1
J J
= Az) (X;—Xin)Yi+ Ax Z(Xz - Xi)Y;
i—1 i—1
J—1 J
= Az Z(Xz - Xin)Yi+ Ax Z(Xz -X;1)Y;
i=0 i=1
J J
= Az (Xioi— Xp)Yioi+ Az (X — X1)Y;
i—1 i—1
J
= Ax Z(Xz - Xi)(Y; = Y1)
i—1
— < X,BY >

16



On a en particulier pour tout vecteur X de R’

J
<BX,X >y=Az) (Xi—X;-1)*>0
=1

La matrice B est symétrique positive mais elle n’est pas définie : si < BX, X >o= 0 alors
pourtout 1 <:i< J, Xg=X1=---=X,_1=X; =--- = X, tout vecteur constant
est dans le noyau de B. La somme des lignes ou des colonnes étant nulle, on retrouve
que la matrice B ne peut étre inversible et a pour noyau Vect(1l---1). Remarquons
que —u”(z) = 0 sur |0, 1] avec condition de 1-périodicité u(0) = u(1) a pour solution
I’ensemble des constantes. Par suite I 4+ 0Co4B est symétrique défine positive et donc
inversible ce qui justifie I’existence de son inverse B?.

. Erreur de convergence / erreur de troncature. Pour tout 0 < n < N — 1, on
définit ™ € R/ par

Aty = (B~ tomtt — BLO™.
La relation entre e"t!, e” et n" est immédiate. Pour tout 1 < j < J,

41 1n n+1 7n+1 rrn+1
Ot Ty OR 20t O

= At Ax?

—2U +U”

(1 _ ]+1
(1-0)v Aa:2

. Consistance. On suppose u(x,t) suffisamment réguliere pour effectuer les développe-
ments de Taylor.

rrn—+1 rTn
L
At At

prtl _pn yrtl _pn
J J + (1 _ 0) J J
At

On effectue respectivement pour chacun des deux termes un développement de Taylor
a l'ordre 3 en temps en t"*! respectivement ¢", il vient :

u(zj, ") — u(z;, t”) 8u o1y At 0% ol 9
et
B (x],t"H) —u(z;,t") B ou, ., At 9%u n 9
(1-6) A7 =(1-6) e (x5,t") + 5 92 (x5,t")] + O(At?)

En effectuant le développement & l'ordre 4 en espace des 2 autres termes intervenant
dans 7j il vient :

grtt —ountt Ut 0%
—gy It ijz I — —fv 5 2(:c],t""'l) + O(Az?)
et _ _ _ )
n,—2Ur+ U Pu,
—(1 - gt A;Q =l — _(1-6)w o Q(x],t ) + O(Ax?)
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En regroupant, on obtient :

6u n 82U n 8u n 62'11, n
o= 0 lat(xj,t +1 —V@(l’j,t H)] +(1-0) a(%‘at )—V@(%‘at )]
At O, . Atd*u, 9 2
—0— g @i ") + (1= 0) o 55 (25,1") + O(Az7) + O(AF)
At (32u n—+1/2 At 32u n+1/2

+O(A2?) + O(AP)

At 0%u

= (1-20)5 5, "H12) 4 0(A2?) + O(AE?)

otl on a noté t"+1/2 = (n+1/2)At. Le schéma (8) est donc consistant au moins & 'ordre
1 en temps et 2 en espace. Dans le cas ou = 1/2 il est d’ordre 2 en temps, ce schéma
est appelé schéma de Crank-Nicolson. L’ordre maximal est obtenu si v est de classe C*
en espace et de classe C2 en temps pour 0 # 1/2 et de classe C? en temps pour 6 = 1/2.

7. Stabilité L? du #-schéma par analyse de Fourier. Rappellons le principe de I’étude
de la stabilité L? par analyse de Fourier

(a) Pour tout 0 < n < N — 1, on introduit la fonction @™ (z), 1-périodique, constante par
morceaux telle que pour tout 1 <5 < J:

" (z) = U} Yz E]xjfé,xj%%[

(b) On décompose la fonction @"(z) en série de Fourier, Vx € [0, 1]

an(x) _ Z ZALZ €2i7rkx
keZ
avec Vk € Z )
ﬂk :/ ﬂn(a:) e—2i7rkmdx
0

(c) On utilise la formule de Plancherel qui relie le produit scalaire dans L?(]0, 1[) au produit
scalaire dans C% des coefficients de la série de Fourier

/01 u(z) v(x)dr = Z Qx g

key

pour obtenir les relations entre norme .||z dans R’ et norme L? dans C% (on a le
méme résultat pour les produits scalaires associés).
j*% n|2

J J
o3 = Y adupr =3 [
j=1 =177

J
Ti+} | n ~n ~
= Y [ @R o= o = Y IR
j=1"%;

-1 kez

x

ou on a utilisé la 1-périodicité de ™.
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(d) On déduit du schéma aux différences finies une relation de la forme 4}t = Ay ap
pour tout k € Z. Pour cela on utilise le fait que la transformation en série de Fourier
transforme un opérateur de translation en multiplication par un complexe : soit v une
fonction 1-périodique et § un réel, on note v(. 4 §) la fonction translatée de d, on a

o — 1 . 1+0 .
v(, —+ 6)k = A U(l’ + 5) €—2mkxdx — [S v(y) 6—227rk(y—6)dy

. 1+6 . . 1 .
— €+2mk5 v(y) e—217rk:ydy _ €+2z7rk:6/ v(y) e—ZMkydy
. 1) 0
e+2z7rk6®k

On établit alors la condition pour laquelle |Ag| < 1 pour tout mode k € Z dite condition
de stabilité de Von Neumann.

(e) Sous cette condition, on déduit que pour tout 0 < n < N,
1/2 1/2
U™l = { D_lapl® | < Do laf | =10
kez kez

qui assure la stabilité L? du schéma.

Le #-schéma (8) se réécrit sous la forme, pour tout = € [0, 1] :

U™t = Bl BRU" = A°U™,

soit
a"t(x) — a"(z) _ a" (x4 Az) — 26" (2) + @ (x — Ax)
At Y Ax?
B (1_0)Vu (x+ Az) —2u (:L‘)—l—u(x—Ax):O.

Ax?
En observant que

eHTRAT _ 9 4 o7 HTRAT _ 9(cos(2nkAx) — 1) = —4sin®(mkAx)
il vient par transformation en série de Fourier pour tout k € Z :

(14 40Coqsin®(rkAz))af ™ = (1 — 4(1 — 0)Cogsin®(mkAz))ay.

D’olt comme 14+40Co,4sin?(mkAx) > 1 (ce qui remontre que la matrice B est inversible)

)

.2

A0 —1— 4Co4sin (gkAx) <1
1+ 40Co4sin*(mkAx)

La condition de stabilité de Von Neumann s’écrit donc pour tout k € Z, Ai > —1, soit

4Coqsin?(mkAx)

<2
1 +40Coqsin?(rkAz) —

ou encore

2C04(1 — 20) sin®(rkAz) <1 Vk€Z
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Sous la condition 2C0o4(1 — 20) < 1, le critére est vérifié pour tout k. Si 1 — 26 < 0, la
stabilité est inconditionnelle. Si 1 — 26 > 0, on a stabilité sous la condition

1
Coyg < ———
%= 51— 26)
soit en utilisant les pas de temps et d’espace
VAt < [0 < 1
i z
Az2 =21-20) 72

Quand Az — 0, on a sin?(rkAz) ~ 72k?Ax? = 12k*vAt/Coy, et donc AY — AZ’O avec

400 _ 1 A2 k2u At
ke 1+ 40m2k2v At
En réécrivant ﬁzﬂ = Ai’oﬁz, on obtient le schéma :
artt —an
k k

+ 40 KR vt + 4(1 - 0) P kPvay = 0

qui n’est autre que la discrétisation par un f-schéma en temps de ’équation différentielle
vérifiée par les fonctions 4y (t) coefficients de Fourier de la solution exacte. La condition
de stabilité sur AZ’O est comme AZ’O < 1 est toujours vérifiée,

4P AL (1 — 20) < 2

En notant a, = 47%k?v, on étend les résultats obtenus au TD précédent pour les schémas
Euler implicite et explicite a tous les f-schémas d’FEuler : Si 1 — 260 < 0, il y a stabilité
inconditionnnelle (en particulier pour § = 1 Euler implicite) , si 1—26 > 0, on a stabilité
sous la condition :

2
At < —————
B ak(l — 29)
2
(en particulier on retrouve At < m pour # = 0 Euler explicite).

. Convergence en norme L?. On regroupe les résultats de consistance et de stabilité.
On a par récurrence immédiate, e® étant nul, d’aprés (9), pour tout 0 <n < N — 1,

n
—k
et =AYy (BB (B
k=0
Donc pour tout 1 <n < N,
n—1
On—1—=k 0 k
le™ll2 < Aty A5~ F | B llalln” 2
k=0

Nous avons montré & la question précédente que ||A%||ls < 1 (sous condition CFL si
0 < 1/2). De plus |[B?||2 < 1, en effet si Y = BYX, il vient (I +60Co4B)Y = X et donc
par positivité de B

[V]3=<Y,Y ><<Y,Y >+ < 0CoqBY,Y >=< X,V >< || X|2]|Y |2
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soit ||Y]l2 = ||B?X||2 < || X |2 On peut aussi démontrer ce résultat par transformée de
Fourier : 'opérateur B? devient le facteur multiplicatif pour chaque mode k € Z :

1
1 +40Cogsin®(nkAx)

Enfin on utilise le résultat de consistance : pour tout 0 < k <n—1

(B))k <1

1
J 2
In*lle = [ D_ Azlnf? | < Cu(At* + Az?)
j=1
avec = 1 si 0 # 1/2, a = 2 sinon. On obtient le résultat de convergence, pour tout
1<n<N,
ez < TCW (ALY + Az?)

sous la condition 2(1 — 20)vAt < Az? si § < 1/2 et pour tout At si 6 > 1/2.
Considérons maintenant la fonction 1-périodique @™. On a pour tout 0 <n < N —1

1 J
~n+1 _ n—+1
/ a" () dx = Z AzU;
0 —
j=1
Pour tout vecteur X = (X;)i<j<s € R/ prolongé par périodicité Xg = Xy et Xy =

Xi,0na
J

> An(Xjy1 —2X;+ Xj1) =< BX,1>3=< X,B1 >»=0
j=1
ol 1 est le vecteur de composantes constantes égales a 1. On en déduit que la solution

du #-schéma vérifie :
J U(H-l —_yn
> L—~—=0.
ot At
On en déduit la conservation de la masse discréte : pour tout 0 < n < N,

1~n dr = 1~0 d_JA 0, .
/Ou () l‘—/o u(z) ZL‘—Z zu°(x5)

Jj=1

1
C’est ’équivalent discret du résultat de la question 1, ou on a approché / uo(:c) dx par
0

une somme de Riemann aux noeuds de la grille.
Par ailleurs, pour tout 0 <n < N —1

1
| @R = o

et donc par stabilité en norme L? du schéma, pour tout 0 <n < N,

1 J
| 1@ e < 00 = 3 Acfu(ay)
j=1

1
C’est I’équivalent discret du résultat de la question 2, ou on a approché / |u®(z)|* dz

par une somme de Riemann aux noeuds de la grille. De plus comme il existe des nombres
d’onde pour lesquels |A9| < 1 cette décroissance est stricte.
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9. Stabilité L? par méthode énergétique Nous considérons une approche alternative
de la stabilité L? qui est utilisée dans des cas plus généraux que I’analyse par Fourier
(coefficients non constants par exemple). Il est immédiat que le schéma (8) se réécrit
pour tout 0 <n < N —1

Ut — U™ + Cog BU™ =0
En prenant le produit scalaire < .,. > de I'expression précédente par U™, on obtient :
0 = <pyntl_ U, ynto > +Coy < BUTL+9’ ynto >5
1

= SUTHE = U3 + (20 = DU = U"|[3) + Coa < BU™, U™ >,
ot on a écrit U0 = (U™ +U™)/2+ (0 — 1/2) (U™ — U™). Par suite en utilisant
que U —U" = —Cog BU™ on a :
(1 — 29) COd

2

Si 1 —260 < 0, on a inconditionnellement |[U"*(|3 — ||[U™||3 < 0 et donc la stabilité L2

du schéma.

Si1—26 >0, la stabilité est obtenue si pour tout 0 <n < N — 1,

(1 —260)Coq
2

1
3 (U718 = [0 ] = ~Cou |< BU™,U™+ >, 1BU™|3

< BU" Ut >, — 1BU™|[5 >0

1B X3

est inférieur & < BX, X >, pour tout X € R/. La matrice B étant symétrique positive
et donc diagonalisable en base orthonormée avec des valeurs propres 0 < A\; < --- < A,
on a

1-20)C
En écartant le cas trivial ou J = 1 et B la matrice nulle, on a stabilité si (2)Od

BX||2
A, = | BX]| B
xer/—{0} X2
mais aussi
< BX, X >9
Am = Sup ———— o
xeri—qoy XI5
et )
BX
s BXDB

xer/— {0} < BX, X >

La deuxiéme expression permet d’estimer ||Bl|2 :

J J
<BX,X >=Az) (X;— Xi1)? <202 (X7 + X7 ) =4/ X3
i=1 i=1
par périodicité et en utilisant I'inégalité (a — b)? < 2(a? + b%). (On pourra vérifier que
si J est pair || B2 =4, et si J est impair, 4(1 — Az) < [|Blj2 < 4).
La condition de stabilité s’écrit donc :

4(1—29)Cod <1
2
soit
Coy < — &
4= 9(1-20)

On retrouve les résultats précédents.
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2.

Exercice 3

Equation d’advection

. Résultats de conservation : cas continu. Soit ¢ €]0,7[, pour tout s € [0,t], on

inteégre en espace sur [0, 1] ’équation (10) :

L7 du du
/0 (at(:x, s)+ V%(x, s)) dr =0

soit par intégration directe en espace,

d

1 —
£/0 u(z,s)de = =V [u(z, 5)]96;(1) -0

en utilisant la 1-périodicité en espace de u(z,t). On obtient par intégration en temps sur
[0,t] la conservation de la masse. Par ailleurs, on intégre en espace sur [0, 1] 'équation
(10) multipliée par u(zx, s) :

! 1
A 68::(% s)u(z, s)dz + V/O gZ(a:,s) u(z, s)dz =0
soit par intégration directe en espace
1d ! 11
5@/0 lu(z,s)|?de = -V i 2(%@(1,73)2)@
= _lv [u(x 8)2]‘”:1 —0
2 ’ =0

en utilisant la 1-périodicité en espace de u(z,t). On obtient par intégration en temps sur

[0,¢] la conservation de I’énergie / lu(x,t)|? dz. L’équation de la chaleur et I’équation

0
d’advection conservent toutes les 2 la masse. En revanche, la décroissance de 1’énergie

dans le cas de I’équation de la chaleur est due a la présence du terme de diffusion
2

u

—Vﬁ et n’est pas partagée par le phénomeéne d’advection qui transporte l’énergie
x

sans dissipation.

Schéma centré explicite.

(a) Conmsistance. Pour tout 0 < n < N — 1, on définit 'erreur de troncature par n" =

(n?)lgng € R’ :pourtout 1 <j<J

rn rn
Ui — Ui,

grtt _pgn
_ J J
N A PV oA

Sous I'hypotheése u® € C3(R), la solution exacte de (10) u € C3(R x [0,7T]), on peut
donc effectuer des développements de Taylor a ’ordre 2 en temps et 3 en espace. On

obtient ( +1) ( ) 5
u(xj, t") —ulx;, t" U n
= —(z; A

et
u(wjyr,t") —u(xj_1,t")  Ou

e . 4n 2

D’ou la conclusion.
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(b)

Stabilité On utiise comme prédédemment ’analyse de stabilité par décomposition en
série de Fourier. En observant que

HTRAT _ o m2TRAT — 9j sin(2rkAx),
il vient par transformation en série de Fourier, pour tout k € Z :

Pl = (1 — i Co, sin(2rkAx))af = Ay, 4},

2k
|AL]? =1+ CoZsin®(2nkAx) > 1 et |Ay] =1 ssi 2kAx = i €z

On en déduit que dés que J > 3 il existe des modes k € Z pour lesquels |Ag| > 1 ce qui
rend le schéma centré explicite (11) inconditionnellement instable en norme L?. Par
méthode énergétique on peut prouver aisément que

U3 =< U1 U™ >o< U2 U™ |2

et donc qu’il y a croissance de I’énergie discrete au cours du temps. Il reste a montrer
que l'inégalité dans la majoration de Cauchy-Schwarz peut étre stricte en uilisant
justement comme donnée initiale la représentation spatiale d’un mode de Fourier tel
que |Ag| > 1. Les deux démonstrations reposent bien sur le méme argument.

3. Schéma décentré amont. .

(a)

Consistance. Pour tout 0 < n < N — 1, on définit 'erreur de troncature par n" =
(M7 hi<j<s € R’ : pour tout 1 < j < J

il 7 _ _
o= 4 ) SRR Sl U
J At Ax
Sous I'hypotheése u’ € C2(R), la solution exacte de (10) u € C*(R x [0,7T]), on peut
donc effectuer des développements de Taylor a 'ordre 2 en temps et 2 en espace. On
obtient

u(mj,t"H) —u(x;,t") B @ o
AL = o (x],t )-i-O(At)

et
w(zj, t") —u(zj—1,t") B ou on
A = 3 (xj,t") + O(Awx).

D’ou la conclusion.

Stabilité L>°. On écrit le schéma (12) sous la forme :
UMt = U} — Coa U} + Coo Up = (1 — Coa) U} + Coa U,

pour tout 0 <n < N —1 et pour tout 1 < 5 < J. Dong, pour tout 0 <n < N —1et
pour tout 1 <5< J
UFHY < 1= Coal [UP| + |Coa| [UP1] < (|1 = Cou| + \COa!)lrgng\U?\
= (|1 =Cou| +[Coa)IU"|s
Sous la condition 0 < Co, < 1, on a pour tout 0 <n < N —1
U™ oo = g%XJIUf“\ < ((1=Coq) + Coa)|[U"[oo = [[U"[| o
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(c) Convergence L*>°. En introduisant les vecteurs erreurs e” = U™ — U™ pour tout
0 <n <N -1, on a la relation entre erreur de convergence et erreur de consistance :

@7.1+1 — el e — en_l

yi J yi J n
1% —
A VT A )

pour tout 1 < j < J. Le résultat de stabilité précédent nous donne :
||en+1Hoo < [l€"[Joo + At[[7"||oo

. Par suite et comme € = 0, pour tout 1 <n < N

n—1
1€l < > Atn*|loe < TCL(O(AL) + O(Az))
k=0

avec C, une constante ne dépendant que de la solution exacte u sous I’hypotheése de
réfgularité u® € C?(R) d’apres le résulatt de consistance précédent.

(d) Convergence L2. La convergence en norme L implique la convergence en norme L?.
On peut établir directement cette convergence par analyse de Fourier. En observant
que

1 — e 2imkAr _ o=imkAC9; in(rkAx),

il vient par transformation en série de Fourier, pour tout k € Z :
aptt = [1 — 2Co, sin®(rkAz) — 2i Co, cos(tkAx) sin(WkA:L‘)] ay = Ag uy.

On a:

|Ak]? = (1 —2Co,sin?(mkAx))? + 4 C0? cos?(rkAx) sin?(rkAx)
= 1—4Co0,sin?(rkAx) + 4 Co? sin?(nkAx)
= 1-4Co, (1 - Co,) sin®(rkAxzx)

La condition de stabilité |Ax| < 1 est réalisée pour tout k € Z si Coq (1 — Co,) > 0
soit 0 < Co, < 1.

0<—«<1
S Ay S

Remarquez que si V' est négatif (et donc Co,), le schéma décentré amont devient
instable, il faut dans ce cas la utiliser
n+1 n
o ) VA S Sl A
At Ax

qui est bien décentré vis a vis de 'amont de I’écoulement.

(e) Diffusion numérique. On observe que

Pl U=Vl (Var) Ufu =20 0.
Az 2Azx 2 Ax? ’

ce qui fait intervenir un terme de diffusion numérique de valeur V2A$ . C’est ce terme

qui permet d’assurer la stabilité vis a vis du schéma centré explicite.
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(f) Résultats de conservation : cas discret. Considérons maintenant la fonction 1-
périodique @". On a pour tout 0 <n < N — 1,

1 J J
/ " (z) dox = Z AmU;‘H = Z
0 = -
j=1 ;

2

—Coyg) U” + Coq

/1 "(z) dx

en utilisant la 1-périodicité de @”. On en déduit la conservation de la masse discreéte :
pour tout 0 < n < N,

i) do— [ @) do = 3 Ard(a,
/Ou(x) m—/ou(x) x—z zu°(xj).

Jj=1

1
C’est I'équivalent discret du résultat de la question 1, ot on a approché / dx par
0

u’()
une somme de Riemann aux noeuds de la grille. Par ailleurs, pour tout 0 <n < N —1
1
[l @) do = U3
0

et donc par stabilité en norme L? du schéma sous la condition 0 < Co, < 1, pour tout
0<n<N,

[ e < 0718 < 3 Arli(e) P
7=1

On obtient au niveau discret une propriété de décroissance et non de conservation de
1

I’énergie ou on a approché / |u®(x)|* dz par une somme de Riemann aux noeuds de
la grille. Comme il existe des nombres d’onde pour lesquels |Ag| < 1 cette décroissance
est stricte (sauf cas particuliers comme Co, = 1).

4. Schéma de Lax-Wendroff.

(a) Conmsistance. Pour tout 0 < n < N — 1, on définit l'erreur de troncature par n" =
(0} )1<j<s € R’ : pour tout 1 < j < J

rrn+1 rrn 320 320 40 rrn rrn
o= U U Ui (VEAL) Ufyy =207 + U
J At 2Ax 2 Ax?

Sous I'hypotheése u’ € C*(R), la solution exacte de (10) u € C*(R x [0,7T]), on peut
donc effectuer des développements de Taylor a I'ordre 3 en temps et 3 ou 4 en espace.
On obtient pour tout 0 <n < N —1et pour tout 1 <5< J:

ulay, ")~z tt)  du, . Atdu
Al = ot T 5 o
u(wjy1,t") —u(x;_1,t")  Ou

2Ax - Oz

(24,t") + O(At?),

—(xj,t") + O(Az?)

et
w(@jq1,t") — 2u(x;, ") + u(wj—q,t")  0*u
Ax? ~ 922

(2,t") + O(Az?)
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En regroupant, il vient, pour tout 0 <n < N —1et pour tout 1 <5< J:

n ou ou o At (0% 5 0%u n 9 9

En utilisant le théoréme de Schwarz, il vient si la solution exacte est suffisamment

0?u 0 ou 0 (0Ou 5 0%u
o Var) = Vo (o) Vo

D’ou la conclusion.

réguliere :

Stabilité L2.0n utiise comme prédédemment ’analyse de stabilité par décomposition
en série de Fourier. Pour tout 0 <n < N —1,

2
a

aptt = |1 —1iCoysin(2rkAx) + Co (—4 Sin2(7rk:A:E))] ay

= [1—2C0? sin*(mkAx) — 2i Co, sin(rkAx) cos(rkAx)] a3
— Aap

|Ak)? = (1 —20C0%sin?(nkAzx))? + 4 C0? cos?(mkAx) sin?(tkAx)
= 1—4C0%sin?(rkAx)(1 — cos®(tkAx)) + 4 Co} sin*(nkAx)
= 1-400%(1 - C0?) sin*(nkAx)

La condition de stabilité |Ay| < 1 est réalisée pour tout k € Z si Co? (1 — Co2) > 0
soit 0 < Co, < 1. Le schéma (13) est stable en norme L? sous la condition CFL

2
Co; < 1.

Remarquer que la condition de stabilité s’étend au cas V' < 0, le terme de diffusion
stabilise le schéma centré explicite quel que soit le sens de 1’écoulement.

Convergence L2. En introduisant les vecteurs erreurs de convergence e” = U™ — U™
et en les reliant a l’erreur de consistance n", on démontre sans probleme la convergence
du schéma de Lax-Wendroff (13) en norme L? et a I’ordre 2 en temps et en espace. (Cf
théoréme de Lax : stabilité + consistance implique convergence).

Stabilité L™ ? Soit k € {1,---,J — 1} un indice fixé. On considére V*) € R” telle
que si k € {1,---,J — 1} est un indice fixé, Vj(k) =1s11<j <k, Vj(k) = 0 sinon,
pour tout 1 < 5 < J. Considérons U 0 = V() comme donnée initiale du schéma de
démarrage, on obtient alors pour U' & I'indice k :

=202 + U}, Coq

=1
2 +2

(1=Coy).

1 _ 770 _Ul(c)fl 2
Uk—Uk_Coa 9 +COa

Si0 < Cou < 1, alors [|[Ulso > 1 et [|U%oo = [|[V®)||oo = 1. Le schéma n’est donc pas
stable en norme L sous la condition CFL. Les cas Co, = 0 et C'o, = 1 sont stables en
norme L, il est facile de vérifier que pour Co, = 0 on a U™ = U™ pour tout 0 < n <
N —1 et pour Co, = 1, 0" (x) = @"(z — Az) = @"(x — VAt) = @(z — V(n + 1)At)
et par suite le schéma est exact donc convergent pour toutes les normes.
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(e) Résultats de conservation : cas discret.Considérons maintenant la fonction 1-
périodique @". On a pour tout 0 <n < N —1

1 J
~n—+1 _ n+1
/0 " (x) de = ‘EIAa:Uj
‘]:

Le schéma fait apparaitre 2 termes, un terme d’advection et un terme de diffusion.

Pour le terme d’advection, on a pour tout vecteur X = (X;)i<j<s € R’ prolongé par
périodicité Xog = Xj et X1 = Xj,

J
D Ar(Xjp - Xj1) =0
j=1

par périodicité de a.
Pour le terme de diffusion, on a

Xj11—2X;+ X;_1) =< BX,1 >y=< X, Bl >5=0

HM&

ou 1 est le vecteur de composantes constantes égales a 1 et B la matrice introduite
pour I’équation de la chaleur et correspondant au terme de diffusion. On en déduit que
la solution @ du schéma de Lax-Wendroff vérifie :

J UTL+1 Un
> L——> =0

Jj=1

On en déduit la conservation de la masse discrete : pour tout 0 <n < N,

/01 " (x)de = /01 ' (z) dx = iAwuo(xj)

=1

Par ailleurs, pour tout 0 <n < N —1

1
| @ e = o

et donc par stabilité en norme L? du schéma, pour tout 0 < n < N,

[ e < 071 = 3 Arli(e) P

7=1

On a donc une propriété de décroissance de 1’énergie et elle est stricte si 0 < Co, < 1,
contrairement au cas continu ou I’énergie se conserve.
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