Analyse numérique et optimisation
TD n°2 1. Terrasse
Différences Finies en temps et en espace : équation de diffusion.
Exercice 1

Equation de diffusion-chaleur : étude théorique

Soient 7" un réel strictement positif, v > 0 un coefficient de diffusion (unité : m?/s)
et u® € C°(R) une fonction donnée 1-périodique. On s’intéresse a I’équation de la cha-

leur :
Chercher u : R x [0,7] — R 1-périodique telle que

ou 0%u
E(w,t) — Va—(x,t) =0 V(z,t) € Rx]0,T], (1)

2
u(z,0) =u’(z) Vo eR.
On admet que le probléme (5) admet une et une seule solution réguliere bornée.

1. Conservation de la masse (pour une équation de diffusion) Montrer que pour
tout t € [0,T],

/01 u(x,t)de = /01 u®(z) dz

2. Décroissance de ’énergie. Montrer que pour tout ¢ € [0, 7],

1 1 1 !
f/ (e, 6))? da < f/ ()2 dz
2 Jo 2 Jo

3. Décomposition en série de Fourier en espace (périodicité). Pour tout ¢ € [0, 77,
on décompose la solution u(.,t) selon sa série de Fourier :

u(z,t) = Z Gy (t) ek (2)

kEZ

Déterminer I’équation différentielle en temps vérifiée par les fonctions 4y (t) (on procé-
dera formellement en supposant que la régularité de la solution u(.,t) est suffisante pour
justifier ces manipulations).

4. Discrétisation par un #-schéma en temps.Soit § € [0,1] un parameétre réel. On

T
consideére un entier N > 0 et le pas de temps At = N On introduit pour tout 0 <
n < N, t" = nAt I'instant discret. On considére par ailleurs un entier J > 0 et le pas
1
d’espace Ax = 7 On introduit les points discrets x; = j Az pour tout —1 < j < J+1
et on étendra cette notation a j € Q. On considere 'approximation par différences finies
de I’équation de la chaleur par le #-schéma :
n+1 n n+1 n+1 n+1
At Ax? Az?

pour tout 0 < n < N — 1 et pour tout 1 < j < J. On ajoute les conditions de 1-
périodicité :

VO<n<N—1, UZ=U} et U}, =0U"



et la condition initiale de démarrage en n =0
vV1<j<J, U]Q = u’(x;).
On introduit le nombre adimensionnel (appelé nombre de Courant diffusif)

VAt

Coa= Rz

Pour tout 0 < n < N, on introduit le vecteur U™ = (U)1<;<; € R’. Ecrire le §-schéma
(6)sous la forme matricielle pour tout 0 <n < N —1

(B~ = BRU”

avec

Bl = (I+60Co4B)™Y BY=I—(1-6)Co4B

avec I matrice d’identité d’ordre J et B une matrice carrée d’ordre J que 1’on explicitera.
A quoi correspondent B? et B% quand 0 vaut 0 et 17 Justifier 'existence de la matrice
BY.

. Erreur de convergence / erreur de troncature. Pour tout 0 < n < N — 1, on
introduit le vecteur erreur e” € R/ de composantes el =U" — (7]” pour tout 1 <5< J
ott U™ = (U)1<i<s = (u(zi,t")), ;< ; € R” est le vecteur de composantes la valeur de
la solution exacte u du probléeme (5) aux points discrets en espace et au temps t". Par
1-périodicité, on a e = €'} et €', = e} pour tout 0 < n < N — 1 et par la condition
initiale eg = 0 pour tout 1 < 57 < J. Montrer que, pour tout 0 <n < N —1,

(BY)~'en! = Bl — Aty (4)

en précisant les composantes du vecteur des erreurs de troncature n” € R,

. Consistance. Montrer que le #-schéma est consistant et d’ordre au moins un en temps
et deux en espace. Préciser la régularité demandée sur la solution exacte. Que se passe-
t-il si 6 = 1/2.
. Stabilité L? du #-schéma par analyse de Fourier. On notera < .,. > le produit
scalaire sur R’ x R” associée & la norme L? sur R”, définie pour tout X € R’ par || X||z =
J 2
Z Az|X;|* | . Montrer en utilisant la décomposition en série de Fourier des fonctions
j=1
@"(z) 1-périodiques constantes par morceaux sur les intervalles |z;_1 /9,74 1/2[, 1 < j <
J associées a U™ pour tout 0 < n < N — 1 que le f-schéma est inconditionnellement
stable en norme L? si § > 1/2 et conditionnellement stable si § < 1/2 sous la condition
de stabilité (dite condition CFL) :

2(1 — 20)vAt < Az?

Vérifier que lorsque Az — 0 les coefficients de la série de Fourier de la solution discrete
sont régis par un schéma aux différences finies en temps qui est la discrétisation de
I’équation différentielle obtenue pour les fonctions 4 (t) & la question 3.



8. Convergence en norme L%. Etablir un résultat de convergence en norme L? pour le
f-schéma (6). En considérant pour 0 < n < N, a"(z) la fonction 1-périodique constante
par morceaux associée a U", établir un résultat de conservation de la masse discrete

1 1

/ " (z) dr et de décroissance de 1’énergie discrete / |a"(z)|* dz. Comparer avec le
0 0

cas continu (questions 1 et 2).

9. Stabilité L? par méthode énergétique Nous considérons une approche alternative
de la stabilité L? qui est utilisée dans des cas plus généraux que I’analyse par Fourier
(coefficients non constants par exemple). On note pour tout 0 <n < N — 1

Ut —guntt 4 (1-9)U"
Etablir I'identité d’énergie :
SN = SN0 3 + (20 — DU — U3 + Coy (BU™,Um) =0
La matrice B étant symétrique positive, on rappelle (TD n° 1) que pour tout X € R’
< BX,X >< ||Bl2| X[[3 et [[BX[3 < [Bl2 < BX, X >

et que les majorations sont optimales. Montrer que ||Blj2 < 4. Retrouver les résultats
précédents de stabilité L2.

Exercice 2

Equation de diffusion-chaleur : implémentation numérique

On s’intéresse a résoudre numériquement 1’équation diffusion-chaleur avec conditions
de Neumann au bord :

ou 0%u

E(w,t) - V@(%,t) =0 V(x,t) €la,b[x]0,T],

u(z,0) = u’(z) Vo €la,b], (5)
ou ou

%(a,t) = %(b,t) =0 Vte€l0,T]

On prendraa=0,b=1et v = 1.
Soit # € [0,1] un parametre réel. On considére un entier N > 0 et le pas de temps

T
At = N On introduit pour tout 0 < n < N, t" = nAt l'instant discret. On considere

1
par ailleurs un entier J > 0 et le pas d’espace Az = 7 On introduit les points discrets

x; = j Az pour tout 0 < j < J 4 1. On considére 'approximation par différences finies
de I’équation de la chaleur par le #-schéma, :

1 1 1 1
oyt —up U —2urt + U - 2UT U

j+1 _ _ j+1
At ov N (1 =0 N

0 (6)




pour tout 0 < n < N —1 et pour tout 1 < 57 < J — 1. On considere les conditions
approchées de Neumann d’ordre 2 :

uptt —up p U — 2uptt
— v

2T — 2UF
At Ax? v

Ax? =0

—(1-90)

et
Ut —Up TR oy ey
At Y Az T A2
et la condition initiale de démarrage en n =0

Vi<j<J, U)=u’(z).
On introduit le nombre adimensionnel (appelé nombre de Courant diffusif)

vAt

C’Od:Aia32

. Implémentation et étude de la stabilité du 6-schéma pour § = 0 (explicite), § = 1
(implicite) et # = 0.5 (Crank-Nicolson). On prendra pour condition initiale la fonction
réguliere

1
uO(z) =1 —4(x — 5)2

et on commentera la solution obtenue au temps 7' = 1. Que se passe-t’il si on prend la
donnée irréguliere u® ?

0 { 1 si025<z<0.75
u'(x) = .
0 sinon.

. Etude de la convergence des schémas précédents. On prendra pour condition initiale

le L-éme mode de Fourier
u®(z) = cos(mLz)

pour lequel on connait la solution exacte de I’équation de la chaleur et a nombre de
Courant fixé, on tracera en échelle log I'erreur en norme L? pour différentes valeurs de
J entre la solution exacte et la solution approchée.



Eléments de Correction
Exercice 1

Equation de diffusion-chaleur

1. Conservation de la masse (pour une équation de diffusion) Soit ¢ €]0,T'[, pour
tout s € [0, t], on integre en espace sur [0, 1] I’équation (5) :

L ou 0%u
/0 (at(:v, s) — VW(IL’, s)) dr =0

soit par intégration directe en espace,

d ! du v=l
£/0 u(zx,s)dx =v [ax(x, s)} T 0

en utilisant la 1-périodicité en espace de u(x,t) et de ses dérivées. On obtient par
intégration en temps sur [0, ¢ ]la conservation de la masse.

2. Décroissance de I’énergie. Soit t €]0, T, pour tout s € [0,¢], on integre en espace
sur [0, 1] "équation (5) multipliée par u(zx, s) :

19 1 82
a—ltb(:n, s)u(z,s)dr —v 87:;(% s)u(z,s)de =0
0 0
soit par intégration par parties en espace
1d [t 9 L ou 2 ou v=1
5%/0 lu(z,s)|“de = —1//0 %(m,s) dx + v [&C(x,s)u(x,s) -
L ou 2
= —1// %(x,s) dx <0
0

en utilisant la 1-périodicité en espace de u(z,t) et de ses dérivées. On obtient par intégra-
1 rl
tion en temps sur [0, ¢] la décroissance de 1'énergie B / |u(x,t)|? dz. Plus généralement,
0

soit 7 : R — R une fonction de classe C? et convexe (n”(v) > 0 pour tout v € R), en in-
tégrant en espace sur [0, 1] I'équation (5) multipliée par 1’ (u(z, s)), on obtient de méme
(intégration par parties et 1-périodicité de u) :

ou

% /01 n(u(z,s))de = _,//01 n”(u(z, s)) ’&r(x’ s)

grace a la convexité de 7. On en déduit que :

/01 n(u(z,t)) de < /01 n(ul(z)) dz.

11 s’agit d’une propriété de décroissance de ’entropie f01 n(u(z,t)) dz. Pour n(v) = 302,

on retrouve la décroissance de 1’énergie).



3. Décomposition en série de Fourier en espace (périodicité). Sous réserve de
régularité suffisante, on dérive en temps sous le signe somme la série de Fourier (2) :

ou d ;
7(37,15) — Z fﬁk(t) eZzﬂ'km
ot ez dt
et
0%u

W(m,t) = Z(?iﬂk)Qﬁk(t) e2imke
v kez

Par transformée de Fourier inverse, on obtient en utilisant la décomposition en série de
Fourier de «° suffisamment réguliére notée ﬁg, Vk eZ :

{ %ﬂk(t) + 4n’K*vag(t) =0Vt €]0,T],
ax(0) = aj
Par suite

Qg (t) = g e RV
La décroissance est d’autant plus rapide que k est grand, c’est V'effet régularisant de
I’équation de la chaleur.

4. Discrétisation par un f#-schéma en temps. Le schéma (6) s’écrit pour tout 0 <
n<N-1
(I+ 6CoqB)U™™ = (I— (1-6)CoyB)U"™!

avec
2 ~1 0 1
-1 2 -1 0
B=1| o 0
0o . -1 2 -1
1 .- 0 -1 2

On note < .,. >9 le produit scalaire sur R’ x R” associée & la norme sur R7, définie
1

J 2
pour tout X € R par | X|2 = (Z Aa:|Xj|2) . On considereX et Y deux vecteurs
j=1

quelconques de R” et on leur associe les conditions de 1-périodicité Xo = X7, Xji1 =
X1, Yo=Y, Y1 =Y, alors en effectuant une intégration par parties discretes

J J J
<BX,)Y > = Az) Y ByX;Vi=Az) (—Xi1+2X;— X;11)Y;
=1

i=1 =1
J J
= Az) (X;—Xin)Yi+ Ax Z(Xz - Xi)Y;
i—1 i—1
J—1 J
= Az Z(Xz - Xin)Yi+ Ax Z(Xz -X;1)Y;
i=0 i=1
J J
= Az (Xioi— Xp)Yioi+ Az (X — X1)Y;
i—1 i—1
J
= Ax Z(Xz - Xi)(Y; = Y1)
i—1
— < X,BY >



On a en particulier pour tout vecteur X de R’

J
<BX,X >y=Az) (Xi—X;-1)*>0
=1

La matrice B est symétrique positive mais elle n’est pas définie : si < BX, X >o= 0 alors
pourtout 1 <:i< J, Xg=X1=---=X,_1=X; =--- = X, tout vecteur constant
est dans le noyau de B. La somme des lignes ou des colonnes étant nulle, on retrouve
que la matrice B ne peut étre inversible et a pour noyau Vect(1l---1). Remarquons
que —u”(z) = 0 sur |0, 1] avec condition de 1-périodicité u(0) = u(1) a pour solution
I’ensemble des constantes. Par suite I 4+ 0Co4B est symétrique défine positive et donc
inversible ce qui justifie I’existence de son inverse B?.

. Erreur de convergence / erreur de troncature. Pour tout 0 < n < N — 1, on
définit ™ € R/ par

Aty = (B~ tomtt — BLO™.
La relation entre e"t!, e” et n" est immédiate. Pour tout 1 < j < J,

41 1n n+1 7n+1 rrn+1
Ot Ty OR 20t O

= At Ax?

—2U +U”

(1 _ ]+1
(1-0)v Aa:2

. Consistance. On suppose u(x,t) suffisamment réguliere pour effectuer les développe-
ments de Taylor.

rrn—+1 rTn
L
At At

prtl _pn yrtl _pn
J J + (1 _ 0) J J
At

On effectue respectivement pour chacun des deux termes un développement de Taylor
a l'ordre 3 en temps en t"*! respectivement ¢", il vient :

u(zj, ") — u(z;, t”) 8u o1y At 0% ol 9
et
B (x],t"H) —u(z;,t") B ou, ., At 9%u n 9
(1-6) A7 =(1-6) e (x5,t") + 5 92 (x5,t")] + O(At?)

En effectuant le développement & l'ordre 4 en espace des 2 autres termes intervenant
dans 7j il vient :

grtt —ountt Ut 0%
—gy It ijz I — —fv 5 2(:c],t""'l) + O(Az?)
et _ _ _ )
n,—2Ur+ U Pu,
—(1 - gt A;Q =l — _(1-6)w o Q(x],t ) + O(Ax?)



En regroupant, on obtient :

6u n 82U n 8u n 62'11, n
o= 0 lat(xj,t +1 —V@(l’j,t H)] +(1-0) a(%‘at )—V@(%‘at )]
At O, . Atd*u, 9 2
—0— g @i ") + (1= 0) o 55 (25,1") + O(Az7) + O(AF)
At (32u n—+1/2 At 32u n+1/2

+O(A2?) + O(AP)

At 0%u

= (1-20)5 5, "H12) 4 0(A2?) + O(AE?)

otl on a noté t"+1/2 = (n+1/2)At. Le schéma (6) est donc consistant au moins & 'ordre
1 en temps et 2 en espace. Dans le cas ou = 1/2 il est d’ordre 2 en temps, ce schéma
est appelé schéma de Crank-Nicolson. L’ordre maximal est obtenu si v est de classe C*
en espace et de classe C2 en temps pour 0 # 1/2 et de classe C? en temps pour 6 = 1/2.

7. Stabilité L? du #-schéma par analyse de Fourier. Rappellons le principe de I’étude
de la stabilité L? par analyse de Fourier

(a) Pour tout 0 < n < N — 1, on introduit la fonction @™ (z), 1-périodique, constante par
morceaux telle que pour tout 1 <5 < J:

" (z) = U} Yz E]xjfé,xj%%[

(b) On décompose la fonction @"(z) en série de Fourier, Vx € [0, 1]

an(x) _ Z ZALZ €2i7rkx
keZ
avec Vk € Z )
ﬂk :/ ﬂn(a:) e—2i7rkmdx
0

(c) On utilise la formule de Plancherel qui relie le produit scalaire dans L?(]0, 1[) au produit
scalaire dans C% des coefficients de la série de Fourier

/01 u(z) v(x)dr = Z Qx g

key

pour obtenir les relations entre norme .||z dans R’ et norme L? dans C% (on a le
méme résultat pour les produits scalaires associés).
j*% n|2

J J
o3 = Y adupr =3 [
j=1 =177

J
Ti+} | n ~n ~
= Y [ @R o= o = Y IR
j=1"%;

-1 kez

x

ou on a utilisé la 1-périodicité de ™.



(d) On déduit du schéma aux différences finies une relation de la forme 4}t = Ay ap
pour tout k € Z. Pour cela on utilise le fait que la transformation en série de Fourier
transforme un opérateur de translation en multiplication par un complexe : soit v une
fonction 1-périodique et § un réel, on note v(. 4 §) la fonction translatée de d, on a

o — 1 . 1+0 .
v(, —+ 6)k = A U(l’ + 5) €—2mkxdx — [S v(y) 6—227rk(y—6)dy

. 1+6 . . 1 .
— €+2mk5 v(y) e—217rk:ydy _ €+2z7rk:6/ v(y) e—ZMkydy
. 1) 0
e+2z7rk6®k

On établit alors la condition pour laquelle |Ag| < 1 pour tout mode k € Z dite condition
de stabilité de Von Neumann.

(e) Sous cette condition, on déduit que pour tout 0 < n < N,
1/2 1/2
U™l = { D_lapl® | < Do laf | =10
kez kez

qui assure la stabilité L? du schéma.

Le #-schéma (6) se réécrit sous la forme, pour tout = € [0, 1] :

U™t = Bl BRU" = A°U™,

soit
a"t(x) — a"(z) _ a" (x4 Az) — 26" (2) + @ (x — Ax)
At Y Ax?
B (1_0)Vu (x+ Az) —2u (:L‘)—l—u(x—Ax):O.

Ax?
En observant que

eHTRAT _ 9 4 o7 HTRAT _ 9(cos(2nkAx) — 1) = —4sin®(mkAx)
il vient par transformation en série de Fourier pour tout k € Z :

(14 40Coqsin®(rkAz))af ™ = (1 — 4(1 — 0)Cogsin®(mkAz))ay.

D’olt comme 14+40Co,4sin?(mkAx) > 1 (ce qui remontre que la matrice B est inversible)

)

.2

A0 —1— 4Co4sin (gkAx) <1
1+ 40Co4sin*(mkAx)

La condition de stabilité de Von Neumann s’écrit donc pour tout k € Z, Ai > —1, soit

4Coqsin?(mkAx)

<2
1 +40Coqsin?(rkAz) —

ou encore

2C04(1 — 20) sin®(rkAz) <1 Vk€Z



Sous la condition 2C0o4(1 — 20) < 1, le critére est vérifié pour tout k. Si 1 — 26 < 0, la
stabilité est inconditionnelle. Si 1 — 26 > 0, on a stabilité sous la condition

1
Coyg < ———
%= 51— 26)
soit en utilisant les pas de temps et d’espace
VAt < [0 < 1
i z
Az2 =21-20) 72

Quand Az — 0, on a sin?(rkAz) ~ 72k?Ax? = 12k*vAt/Coy, et donc AY — AZ’O avec

400 _ 1 A2 k2u At
ke 1+ 40m2k2v At
En réécrivant ﬁzﬂ = Ai’oﬁz, on obtient le schéma :
artt —an
k k

+ 40 KR vt + 4(1 - 0) P kPvay = 0

qui n’est autre que la discrétisation par un f-schéma en temps de ’équation différentielle
vérifiée par les fonctions 4y (t) coefficients de Fourier de la solution exacte. La condition
de stabilité sur AZ’O est comme AZ’O < 1 est toujours vérifiée,

4P AL (1 — 20) < 2

En notant a, = 47%k?v, on étend les résultats obtenus au TD précédent pour les schémas
Euler implicite et explicite a tous les f-schémas d’FEuler : Si 1 — 260 < 0, il y a stabilité
inconditionnnelle (en particulier pour § = 1 Euler implicite) , si 1—26 > 0, on a stabilité
sous la condition :

2
At < —————
B ak(l — 29)
2
(en particulier on retrouve At < m pour # = 0 Euler explicite).

. Convergence en norme L?. On regroupe les résultats de consistance et de stabilité.
On a par récurrence immédiate, e® étant nul, d’aprés (4), pour tout 0 <n < N — 1,

n
—k
et =AYy (BB (B
k=0
Donc pour tout 1 <n < N,
n—1
On—1—=k 0 k
le™ll2 < Aty A5~ F | B llalln” 2
k=0

Nous avons montré & la question précédente que ||A%||ls < 1 (sous condition CFL si
0 < 1/2). De plus |[B?||2 < 1, en effet si Y = BYX, il vient (I +60Co4B)Y = X et donc
par positivité de B

[V]3=<Y,Y ><<Y,Y >+ < 0CoqBY,Y >=< X,V >< || X|2]|Y |2

10



soit ||Y]l2 = ||B?X||2 < || X |2 On peut aussi démontrer ce résultat par transformée de
Fourier : 'opérateur B? devient le facteur multiplicatif pour chaque mode k € Z :

1
1 +40Cogsin®(nkAx)

Enfin on utilise le résultat de consistance : pour tout 0 < k <n—1

(B))k <1

1
J 2
In*lle = [ D_ Azlnf? | < Cu(At* + Az?)
j=1
avec = 1 si 0 # 1/2, a = 2 sinon. On obtient le résultat de convergence, pour tout
1<n<N,
ez < TCW (ALY + Az?)

sous la condition 2(1 — 20)vAt < Az? si § < 1/2 et pour tout At si 6 > 1/2.
Considérons maintenant la fonction 1-périodique @™. On a pour tout 0 <n < N —1

1 J
~n+1 _ n—+1
/ a" () dx = Z AzU;
0 —
j=1
Pour tout vecteur X = (X;)i<j<s € R/ prolongé par périodicité Xg = Xy et Xy =

Xi,0na
J

> An(Xjy1 —2X;+ Xj1) =< BX,1>3=< X,B1 >»=0
j=1
ol 1 est le vecteur de composantes constantes égales a 1. On en déduit que la solution

du #-schéma vérifie :
J U(H-l —_yn
> L—~—=0.
ot At
On en déduit la conservation de la masse discréte : pour tout 0 < n < N,

1~n dr = 1~0 d_JA 0, .
/Ou () l‘—/o u(z) ZL‘—Z zu°(x5)

Jj=1

1
C’est ’équivalent discret du résultat de la question 1, ou on a approché / uo(:c) dx par
0

une somme de Riemann aux noeuds de la grille.
Par ailleurs, pour tout 0 <n < N —1

1
| @R = o

et donc par stabilité en norme L? du schéma, pour tout 0 <n < N,

1 J
| 1@ e < 00 = 3 Acfu(ay)
j=1

1
C’est I’équivalent discret du résultat de la question 2, ou on a approché / |u®(z)|* dz

par une somme de Riemann aux noeuds de la grille. De plus comme il existe des nombres
d’onde pour lesquels |A9| < 1 cette décroissance est stricte.

11



9. Stabilité L? par méthode énergétique Nous considérons une approche alternative
de la stabilité L? qui est utilisée dans des cas plus généraux que I’analyse par Fourier
(coefficients non constants par exemple). Il est immédiat que le schéma (6) se réécrit
pour tout 0 <n < N —1

Uttt —U" 4+ Cog BU™™ =0
En prenant le produit scalaire < .,. > de 'expression précédente par U™*?, on obtient :

0 = <Uurtl—yr,unt? >, +Coy < BUM? U0 >,
1

= SUUE = U5+ (20 = DU = U"[3) + Coa < BU™, U™ >
ot on a écrit U0 = (U™ +U™)/2 4 (0 — 1/2) (U™ — U™). Par suite en utilisant
que Ut —U" = —Cog BU™ on a :
(1 —20)Coy
2
Si 1 — 26 <0, on a inconditionnellement |[U™ (|2 — ||[U™]|3 < 0 et donc la stabilité L?
du schéma.
Sil—20 >0, la stabilité est obtenue si pour tout 0 <n < N —1,

120
< pymto gnte s, (1= 26) Cou 2)COd

1
5 T3 = 107113 = ~Cou [< BU™ U0, — |BU™|3

IBU™|3>0

—— ——IBX]3
est inférieur & < BX, X >, pour tout X € R/. La matrice B étant symétrique positive

et donc diagonalisable en base orthonormée avec des valeurs propres 0 < A\; < --- < A\,

on a

En écartant le cas trivial ou J = 1 et B la matrice nulle, on a stabilité si

BX||o
Am = sup ”XH = | B
xer/—foy X2
mais aussi
< BX,X >9
Am = Sup —————o——
xer/—{0y XI5
et )
BX
s BXDB

XER] {0} < BX X >2

La deuxiéme expression permet d’estimer ||Bl|2 :

J
<BX,X >p=Az) (X;— X;1)* < QA:I:Z (XZ + X2 ) =4|X|3
i=1
par périodicité et en utilisant I'inégalité (a — b)? < 2(a? + b%). (On pourra vérifier que
si J est pair | B2 =4, et si J est impair, 4(1 — Az) < [|Bl|2 < 4).
La condition de stabilité s’écrit donc :

4(1 —2(9) COd S 1
2
soit
Co <¥
4= 9(1-20)

On retrouve les résultats précédents.
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