Analyse numérique et optimisation
TD n°1 I. Terrasse
Différences Finies en dimension 1
Exercice 1
Probleme de Cauchy
Soient 1" un réel positif, A : ¢t € [0,7] — A(t) € R™™ une fonction continue de [0,7] &

valeurs dans I’ensemble des matrices réelles carrées d’ordre m et u? un vecteur de R™.
On s’intéresse au probleme de Cauchy :

Chercher u € C1([0,T],R™) tel que

‘flit‘(t) L AMu(t) =0 Vi €)o, T, (1)
u(0) = uP.

1. Cas continu. Montrer que pour toute donnée initiale u® € R™, le probléme de Cauchy
(1) est bien posé au sens d’Hadamard.
Dans le cas particulier ou A(t) est constante égale a A, expliciter la constante C'4 7 (qui
dépend de A et de T') dans l'estimation de stabilité

max |[u(t)|| < C u?
max [u(t)] < Carllo’]

ou ||.|| est une norme quelconque sur R™. Commenter la dépendance en T'.
Dans le cas ou A(t) est a valeurs dans I’ensemble des matrices positives et en considérant

1
pour ||.|| la norme euclidienne, montrer que ’énergie 5”“@)”2 est décroissante (on dit

que A est dissipative) et donc que 'on peut prendre Cy r = 1.
Dans la suite de ’exercice, on considérera que pour tout ¢t € [0,7], A(t) est &
valeurs dans I’ensemble des matrices positives

T
2. Schémas d’Euler. On considére un entier N > 0 et le pas de temps At = N On

introduit pour tout 0 < n < N, t" = nAt linstant discret. On construit 2 schémas
dits respectivement schéma d’Euler explicite (ou progressif) et schéma d’Euler impli-
cite (ou rétrograde) pour approcher la solution u du probléme de Cauchy (1). Partant
de la donnée initiale u°, on génere des suites d’approximation de u(t™)o<n<nN notées
respectivement (u}%)o<n<n €t (u})o<n<n construites en observant que pour At petit :

W) () ) ) dun,
At dt At dt
Ecrire (en le justifiant) les 2 schémas sous la forme récurrente u/;™ = f2(u?), respec-
tivement u} Tt = £7(u}) pour tout 0 <n < N — 1.

Dans la suite de ’exercice, on considérera que pour tout ¢ € [0,7], A(t) est
constante égale 4 A € R"™™ positive.
Les schémas Euler explicite et implicite s’écrivent alors pour tout 0 <n < N —1
U%Jrll = Bpu},
ui ™ = Bru®

avec Bp et By 2 matrices de R™™ que 'on explicitera.



3. Propagation des erreurs. On introduit les suites des erreurs (dites de convergence)
e =u'h —u(t") et ef = uf —u(t"). Montrer que pour tout 0 <n < N —1

eftt = Bpel — At} ()
;" = Bilef — Atnp)

ou 1 et nf sont des vecteurs de R™ que l'on précisera (ces vecteurs représentent
I’erreur de troncature et dépendent de la solution exacte). Interpréter les expressions
(2). En déduire par récurrence que pour tout 0 <n < N —1:

n
-k k
et = —At> B g
1 —k+1_k
eftt = —At> Byt
k=0

4. Consistance (précision) d’ordre 1. Montrer qu’il existe une constante C;, ne dépen-
dant que de la solution exacte u telle que pour tout choix de At (c’est a dire pour tout
choix de N),

Bl < Cut 7l < CuAt
omax sl = Cudt | max  lnfll < Cu

On justifiera que la solution exacte u a bien la régularité nécessaire.

5. Stabilité. On note < .,. > le produit scalaire euclidien sur R™ x R™  ||.|| la norme
euclidienne sur R™ et on note aussi ||.|| la norme matricielle subordonnée sur R"™™.
Montrer la stabilité inconditionnelle du schéma d’Euler implicite : pour tout choix de
At,

[Brll < 1.

On montrera comme dans le cas continu que I’énergie au temps discret est décroissante.
Montrer que pour le schéma d’Fuler explicite, on a ’identité d”énergie :

1 2 2] _ _At 2
oa [1Br2l = lal] = = (42,2 - s

On suppose qu’il existe M >0 tel que Vo € R™ tel que Ax # 0,
|Az]? < M(Az, )

2
En déduire la stabilité conditionnelle du schéma d’Euler explicite : pour tout At < U

|Be|l < 1.

On suppose pour le reste de cette question que A est une matrice symétrique. On
écarte le cas trivial pour lequel la matrice A est la matrice nulle. On rappelle que sous
cette hypothese la matrice A est diagonalisable dans R™ en base orthonormée, et en
ordonnant ses valeurs propres sous la forme 0 < A\; < .-+ < A, on a ||A]| = A\, > 0.
En utilisant la base propre, retrouver la stabilité inconditionnelle du schéma d’Euler
implicite et la stabilité conditionnelle du schéma d’Euler explicite avec la condition :

2 p
At< = ==
Amo 1Al

Comparer avec la condition du cas général.



6. Convergence. En déduire sous les hypotéses précédentes sur A, les résultats de conver-

gence a ’ordre 1 suivants :

Schéma d’Euler implicite : il existe une constante C' (dépendant de u et de T') telle que

pour tout choix de At,

max |lef| < CAt
0<n<N

Schéma d’Euler explicite : il existe une constante C' (dépendant de u et de T') telle que
pour tout At assez petit (& préciser),

max ||ef| < CAt
0<n<N

Exercice 2

Probléme aux limites
Soit le probleme aux limites

Chercher u € C%([0,L]) tel que

—u(x)=f ,Vx€0,L], ()
u(0) = a,

u(L) = b,

otl f est une fonction donnée de C°([0, L]) et a et b des réels donnés.

1. Cas continu : écriture intégrale En intégrant 2 fois 1”équation différentielle et en
utilisant le théoreme de Fubini, montrer que

() = /OLG(x,s)f(s) ds + a (L;x) +b% (5)

ou pour tout (z,s) € [0,1] x [0,1], G dite fonction de Green est définie par :

S(LL_x) si0<s<z<L,
G(z,s) = 6
() x(LL_S)siogxgsgL. )

En déduire que le probleme (4) est bien posé au sens de Hadamard. On exprimera la
dépendance continue en les données du probléme sous la forme

lulles = max ([lullco, Lijwlleo, L2[[u”fleo ) < Cillflleo + Calal + Csb]

avec des constantes C,Cy, C3 que 1'on précisera.

2. Cas continu : principe du maximum. Montrer que si f > 0,a > 0, b > 0, alors
u > 0. Noter que cela permet de retrouver l'unicité de la solution du probleme (4).
Montrer le résultat de régularité suivant : si pour tout entier k > 0, f € C*([0, L]) alors
u € C*2([0, L)

Dans la suite de ’exercice, on s’intéressera a la fonction

(L —x) x
u(z) — | a T +bz




que ’on continuera & noter u(r) qui est la solution de classe C?> du probléme
homogéne pour les conditions aux limites :

Chercher u € C2([0,L]) tel que
—u"(z) = f YV €]0,L],

u(0) =0, (7)
u(L) = 0.
. Discrétisation. Soit un entier J > 0 et le pas d’espace Ax = Tl On introduit les

points discrets x; = j Az pour tout 0 < j < J 4 1. On considere ’approximation par

différences finies :
—Uj+1 + QU]‘ — Uj_l

e =[f(zj) 1<j</ (8)
avec Up = Uy, = 0. Ecrire ce schéma sous la forme matricielle
AU =F

ou U = (Ui)i<i<y € R” est le vecteur inconnu, en précisant les composantes de la
matrice A € R7/ et du vecteur F € R.

. Probléme discret : existence et unicité. Montrer que la matrice A est symétrique,
définie positive : on écrira < AX,Y >; sous forme symétrique en X et Y, avec < . >
le produit scalaire euclidien sur R”, pour tout vecteur X,Y de R’ pour lesquels on
notera Xo = Yy = Xj4+1 = Y 41 = 0. En déduire que le probleme discret admet une et
une seule solution.

. Principe du maximum discret Montrer que si F; > 0 pour tout 1 < j < J, alors
U; > 0 pour tout 1 < j < J. On raisonnera pas 'absurde en supposant que y :=

1I<Hi£1J Uj < 0 et en considérant I'indice ¢ € {1,---,J} pour lequel le minimum est
<j<

atteint. En déduire que A;jl > 0 pour tout 1 <i,j <.J.

. Calcul explicite de A~!. Montrer que pour tout 1 < i,j < J, (Afl)ij = Az G(x;, )
ou G est la fonction de Green continue définie par (6). En déduire I’expression explicite
de U; pour tout 1 < j < J et comparer avec I'expression (5) obtenue pour la solution
exacte. Noter que I'on retrouve le principe du maximum discret.

. Erreur de convergence / erreur de troncature locale. Etablir I’équation vérifiée
par le vecteur e € R’ de composantes ej = U; — [7]- pour tout 1 < j < Jou U =
(Ui)1<icy = (u(x))1<jc; € R” est le vecteur de composantes la valeur de la solution
exacte u du probleme (7) aux points discrets. En écrivant cette équation sous la forme
Ae = n, préciser les composantes du vecteur € R’ qui correspond a lerreur de
troncature locale.

. Consistance du schéma a ’ordre 2. Montrer que sous I’hypothese f € CQ([O,L]),
on a
= i< 2
Illoc = max |nj| < Cy Aa”,

ou Cf est une constante a déterminer (en fonction de f).

. Stabilité L*°. On rappelle que la norme matricielle subordonnée a la norme vectorielle
[|-loo est définie pour toute matrice M € R’/ par :

J
[ M||oo = 1I<H?<XJ; | M



10.

11.

En considérant w(x) la solution exacte pour la donnée f; fonction constante égale a 1
- L2

sur [0, L] et en justifiant que |47}l = [|W |0, montrer que [[A™Y|o < 'S

Convergence L*°. Déduire des questions précédentes que sous I’hypothese f €

C2%([0, L)), le schéma aux différences finies (8) est convergent en norme L* et préci-

ser son ordre.

Convergence L?. On s’intéresse & la convergence dans une norme faisant intervenir
les variations spatiales de I’erreur. Pour tout vecteur X € R”, avec les conventions de
notation précédentes, on consideére les 2 normes suivantes sur R” :

[N

J+1 1 2 J
1Xla= (> E|Xj — Xl X2 = | D Az|X;
j=1 j=1

et on note < . >4 et <. > les produits scalaires associés.

e Montrer que pour tout X € R’, | Xl < LY?||X||oc < L||X|[4. On écrira que pour
tout 1 << J, Xi:Xo—l-(Xl—XQ)—I-"-—I—(XZ'—Xi,l).

e Montrer que pour tout X,Y € R/, < X, Y >,=< AX,Y >,. En déduire que |e|4 <
Ll

e En déduire la convergence du schéma en norme |.||4 et norme ||.|2 et préciser les
majorations obtenues.



Eléments de Correction
Exercice 1

Probléme de Cauchy

1. Cas continu. La fonction f : (t,v) € [0,T] x R™ — f(t,v) == —A(t)v € R™ est
globalement lipschitzienne par rapport a la variable v. En effet pour tout (t,v1,v2) €
[0,T] x R™ x R™,

1t 01) = F&02)[ = [[A() (vl —02)|| < JA@)] [Jo1 — v2]]

< A 1—22
< | max | <s>u> o1 w2

ou ||.|| désigne une norme quelconque sur R™ ainsi que la norme subordonnée sur R"™"™.
En vertu du théoréeme de Cauchy-Lipschitz, le probléme (1) admet une et une seule
solution qui dépend continfiment de la donnée initiale u°.

Dans le cas particulier ot A() est constante égale a A, la solution vérifie explicitement :
u(t) = e AUl

et donc

ma; u(t <eTHA|| u°
e [u(t)]| < ¢TI

La constante C'a 1 = eTlIAl explose exponentiellement quand T tend vers Dinfini.

On se place dans le cas ou A(t) est a valeurs dans I'ensemble des matrices positives. En
notant < .,. > le produit scalaire euclidien, il vient pour tout ¢ €]0, 77,

1d du(t)
2dt dt
donc la fonction t € [0,T] + |Ju(t)||? € Ry est décroissante et

|u(t)||? =< cu(t) >= — < A(t) u(t), u(t) ><0.

max | < |l ,
donc on peut prendre Cy 7 = 1.

. Schémas d’Euler.
Schéma d’Euler explicite :

0o _,0
Up =1u

n+1 n

A7 +A({t")uly =0 0<n<N-1

Soit

uptt = (I — AtA(t")) vy,  0<n<N-—1



Schéma d’Euler implicite :

+A YW =0 0<n<N-1

Soit

(I+AtAE ) uft =u? 0<n<N-1

Les matrices (I + AtA(t"!)) sont inversibles car leur noyau est réduit & 0 : en effet
soit x € R™ tel que (I + AtA(t"1))x =0,

0=< (I+AtAE" ™)),z >=||z|* + At < A" TNz, z > > ||z|?
et donc x = 0. Le schéma d’Euler implicite s’écrit alors :
uf = u

Wit = (I + AtA@E™))u? 0<n< N -1

Dans le cas ou A(t) = A matrice constante positive, les schémas d’Euler explicite et
implicite s’écrivent alors pour tout 0 <n < N — 1,

uptt = (I - AtA)u}, = Bpu}
Wt = (I+AtA)™'u} = Bru}

soit
Bp=I-AtA  Br=(I+AtA)™!

. Propagation des erreurs. Pour les 2 schémas, on a

en—l—l — Be™ — At [u(tn+1) — Bu(tn)‘|

At
Pour le schéma d’Euler explicite,

" u(thrl) _ BE u(tn) _ u(t”“) _

e At - At
w(t™t ) —u(t™)  du

— ("
At dt( )

représente ’erreur que ’on a commise en approchant 'opérateur différentiel et qui fait
que la solution exacte ne vérifie pas le schéma discret dite erreur de troncature.

Pour le schéma d’Euler implicite,

(™) — Bru@t®)  u(th) —u(t") n+1
ny = B! = + (Au) (")
u(t™tl) — u(%f) du Al

At dt

()



représente de méme ’erreur que ’on a commise en approchant ’opérateur différentiel et
qui fait que la solution exacte ne vérifie pas le schéma discret dite erreur de troncature.
On obtient :

eyt = Bpgel — Aty
et = Br(e? — AtnP)

Les expressions précédentes montrent qu’a chaque pas de temps ’erreur est somme de
2 termes, I'un provient de I’erreur au temps précédent qui se propage au temps d’apres
(ce qui par un effet de boule de neige peut influer sur la convergence, c’est la notion de
stabilité d’un schéma) et I’autre de I'erreur commise entre les 2 instants " et t"+! qui
est due au fait que la solution exacte n’est pas solution du schéma discret (mais cette
erreur peut étre maitrisée si I’approximation de 'opérateur différentiel est suffisamment
précise au moins pour At assez petit, c’est la notion de consistance d’un schéma).
Ces 2 notions stabilité ET consistance sont essentielles pour assurer la convergence
d’un schéma d’approximation. Les relations (3) se verifient facilement par réccurence
en remarquant que 'erreur au temps initial e% = e? = 0.

. Consistance (précision) d’ordre 1. La solution exacte u de classe C'([0,T],R™)
vérifie :

du

dt
et donc est de classe C2([0,7],R™) (et méme de classe C*°). On peut donc faire un
développement de Taylor a I'ordre 2 aux temps t" : 375 € [t", "1 tel que

(t) = —A(t)u(t) Vte€l0,T], soit ‘Zli: e c!([o, T],R™)

du At? d%u
Y = w (") + At— ("
u(t™) = u(t") + AT + - (1)
De méme, 377 € [t", "1, tel que
du At? d?u
t") = w(t" T — At— (" + = ——
u(t") = u(E) - Aty 4 SO
Dans les 2 cas explicite et implicite,
1 d?u(t)
< A
ocmax 0"l tngT]HQ proa
1 d?u(t) . o ) :
En notant C, = T] X ||= 5 a2 ||, on obtient les estimations demandées qui montrent
0

que l'erreur de troncature tend vers 0 a 'ordre 1 quand At tend vers 0. On l'appelle
erreur de toncature puisque qu’elle correspond a un développement de Taylor tronqué
jusqu’a un certain ordre. Le schéma est dit consistant d’ordre 1. Notons que c’est une
estimation a priori qui dépend de la solution exacte que I'on ne connait pas puisque
justement on en cherche une approximation mais qui permet d’assurer que l'erreur va
bien tendre vers 0 puisque le schéma approche correctement I’équation continue.

. Stabilité. Les relations (3) faisant intervenir des puissances des opérateurs B, il convient
d’assurer que la norme de ces opérateurs est inférieure ou égale a 1. Dans le cas continu,
on avait obtenu la décroissance de 1’énergie en effectuant le produit scalaire de 1’équa-
tion au temps ¢ par la solution u(t). Pour le schéma implicite, en posant y = Bjx, on
choisit de prendre le produit scalaire du schéma par y :

Y-

0 <7+Ay,y>

2
- — 2y — A
= (Il = el <y — 2,y — 2 >)+ < g,y >

2

8



ot on a écrit y = (y + x)/2 + (y — x)/2, en utilisant que y —x = —AtAy

— — =—|<A —||A <
s (WP = lelP) = = < gy > + 5 agl?] <o
on en déduit
lyll* < [l
et donc pour tout choix de At
|Br] < 1.

On suit la méme démarche pour le schéma explicite, en posant y = Bgx

— 1
0 =< %Mm >= ol = 2P~ <y -2,y —2 >)+ < Av,a >

ot on a écrit x = (y +x)/2 — (y — x)/2, en utilisant que y — z = —AtAz

1 At
o (Il = lol] = = [ < Az, > =T

At
Si Az = 0 le terme (Az,2) — —||Az||? est nul, sinon en utilisant I’hypothése de 1’énoncé

sur I'opérateur A, il est positif sous la condition :

2 2A(z,x)
At < — < .
T M| Az
1o 2
On en déduit que pour tout At < U
|Bell < 1.

Soit maintenant A matrice symétrique non identiquement nulle de valeurs propres 0 <
A1 < -+ < A\pp,. Les matrices By et Bp diagonalisent dans la méme base que A et leurs
valeurs propres sont :
pour By = (I+AtA)~! (1+AtAx) "1, 1 < k < m qui sont toutes dans 'intervalle ]0, 1].
Et par suite

|Br|| = (1+AtA) "t <1

pour B =1 — AtA :
1—At\p, <---<1—-At)\ <1

Donc sous la condition —1 <1 — At\,,, on a ||Bg|| < 1. La condition s’écrit encore

2 2
At§7:77
Amo Al

Si on décompose x € R™ sur une base orthonormée de vecteurs propres, on obtient :
m m
|Az|* = Z)\?x? < )\mz Na? = A < Az, x >=||A|| < Az, x>
j=1 j=1

et le maximum est atteint pour le m-eéme vecteur propre et donc M = A\, on retrouve
la condition générale.



6. Convergence. On peut donc rassembler les résultats de consistance et stabilité précé-
dents en utilisant les relations (3) :
Cas implicite : pour tout 1 <n < N

n—1
t| > Br Fnp
k=0

n—1 n—1

< ALY B Infll < At Y Gy At
k=0 k=0

< AINC At = AtTC,

lerll =

n—1
<Aty |ByFap|
k=0

d’ou le résultat de convergence a 'ordre 1 avec C' = T'C,,.

Cas explicite : la démonstration est identique sous 'hypothese de stabilité At < %

Exercice 2

Probléme aux limites

1. Cas continu : écriture intégrale On integre 2 fois 'équation différentielle, il vient

Vo € [0, L] t
u(z) = —/: (/0 f(s)ds) dt +cx+d

avec ¢ et d 2 constantes d’intégration. . En utilisant le théoreme de Fubini, on obtient :

/03” (/Otf(s)ds>dt:/0m (/jf(s)dt)ds:/ox(x—s)f(s)ds

u(z) = —/Om(x —3s) f(s)ds+cx+d

En utilisant les conditions au bord u(0) = a et u(L) = b, on détermine les constantes ¢
et d:

et donc

L—z T
u(:z:)——/(x—s d5+L/ —3s)f(s)ds +a T +bf
/( x_8+£( )) s)ds + — / — 9 f(s)ds + et bt
- L L $f(s)ds +a=p=+b7
L —
—/chs ds—l—a( Lw)—i-bi

avec la fonction de Green G définie par (6). On en déduit l'existence et unicité de la
solution du probléeme (4) donnée par la formulation explicite (5). De plus, en remarquant
que la fonction G(z, s) est positive sur son domaine de définition, Vz € [0, L]

L
u(@)| < flleo | Gla,s)ds+ Jal +

10



et Vo € [0, L],
L _ T L
/ G’(gf;7 5) ds = (L $) / sds + E / (L — S)dS
0 L 0 L/,

B (L—x)m2+x(L—m)2_(L—$)x<£2
- 2L 2L 2~ 38

donc
2

L
[ulleo = max, u(@)] < - [l £lleo + lal +[b]

En dérivant (5), on obtient Vz € [0, L]

Lo 1 L a b
@)=~ [ sf(s)s + f/w (L—)f(syds — L+ 7
et donc toujours par un argument de positivité de I'intégrande
b
[u'(z)| < || fllco— /5ds+L/ ‘aL’+|L|
et Vo € [0, L],
@ (L-x)* L
d — <
L/88+L/ S)ls = or + oL =3
donc
Iolles = e @] < Fl o+ 121+

En dérivant de nouveau, on obtient bien sir, Vz € [0, L] :

et donc la troisieme majoration :

" "
U ||co = max |u (z)| < 0
[oen = max ()] < flc
La solution dépend donc contintiment des données et par suite le probléme est bien posé
au sens d’Hadamard et

Julles = max (Jfulleo, Ll o, L2 lleo) < L] flleo + lal + [Bl.

. Cas continu : principe du maximum.Comme G(z, s) est positive sur son domaine
de définition, la représentation intégrale (5) donne immédiatement le principe du maxi-
mum :si f >0,a>0,b>0, alors u > 0.

Remarquons que par linéarité, s’il y a 2 solutions au probléme aux limites (4), leur
différence est solution du méme probléme avec f,a et b nulles, le principe du maximum
appliqué & f,a,b et —f, —a, —b nous donne 'unicité de la solution.

Le résultat de régularité découle de I'équation u” = —f. Si f € C°([0, L]), on a montré
u € C*([0,L]). Pour k > 1, si f € C*([0,L]) alors pour tout 1 < k' < k, u¥'*+2) =
—f) € ¢0([0, L]) et donc u € C¥+2([0, L]). La solution gagne 2 ordres de régularité par
rapport a la donnée f.

11



3. Discrétisation. Par changement d’inconnue on se raméene au probleme homogene pour
les données aux limites. Le schéma proposé s’écrit

AU =F

avec la matrice A € R77 et le vecteur F € R” :

2 -1 0 - 0 f(z1)
-1 2 -1 : f(@2)
1
A=131 0 o |» F'= :
S fxg-1)
0 -~ 0 -1 2 f(zy)

4. Probléme discret : existence et unicité. Un calcul direct montre que pour tout
vecteur X,Y de R’

J J
<AX)Y >; = ZZAij Z Xio1+2X; — Xi1)Y;

1 1
= @Z(Xi—xm)y Ao 2ZX X;1)Y;

1 1 i7s!
= R DK XVt g 3 (= XY,
i= i=1
= A K = XY+ 5 3 (X - XY
=1 i=1
AR

avec la convention Xo = Yy = X1 = Y 41 = 0.. Nous venons d’effectuer I’équivalent

d’une intégration par parties dans le cas discret. On a en particulier pour tout vecteur
X de R’

H X - X
< AX, X > = ; (Ax) >0

Etsi< AX,X >j=0alorspourtout 1 <i<J+1, Xg=X1=---=X;,1=X; =

- = Xj; = Xjy1, la nullité aux bords entraine que X = 0. La matrice A est donc
symétrique définie positive. Elle diagonalise en base orthonormée et ses valeurs propres
sont toutes réelles et strictement positives, en particulier 0 n’est pas valeur propre et par
suite la matrice est inversible, le probleme discret (8) admet une et une seule solution
pour tout F € R”.

5. Principe du maximum discret Soit F' tel que F; > 0 pour tout 1 < j < J.

Démontrons par l'absurde que u := 11<111£1 U; > 0. On suppose 1 < 0 et on pose
<<
i€{1,---,J} un indice (il en existe au moins 1) pour lequel le minimum est atteint :
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U; = 11<ni£1J Uj=p.Sil<i<J,alors comme U est solution de AU = F' la i-éme ligne
<<
s’écrit

2U; — U1 — Up—1 = Aa?F; 2 0
par hypothese sur F'. Donc
0< Ui =Uig1) + Ui = Uiz1) = (b = Usgi) + (p = Ui=1) <0
car U; = p est un minimum. Donc
Ui1=U;=Uip1 =

Donc les indices i — 1 et ¢ 4+ 1 réalisent aussi le minimum. De proche en proche, U =
Uy = pu. On considere alors la premiere ou la derniére ligne de la matriceA :

0<AZ?F =U1 + (U1 —Up) <UL =<0

ce qui est une contradiction. En remarquant que Uy = Uy = 0, on peut méme écrire
si F; > 0 pour tout 1 <7 < J

= min U; >0
= oberm =

qui est I’équivalent pour la solution du schéma discret de principe du maximum démon-
tré dans le cas continu pour la solution exacte.

On consideére pour 1 < j < J fixé le vecteur F/ = (0---1---0) = (8;5)1<i<s (8ij
désigne le symbole de Kronecker) et X7 la solution de AX7 = FJ. Par construction,
XJ = A7'FJ et pour tout 1 <4 < J, la i-eme ligne s’écrit

J J
j_ 1) —15  _ 4—1
X; = ZAz‘k Fk - ZAik 5kj _Az'j
k=1 k=1
D’apres le principe du maximum, comme pour tout 1 < 4,5 < J, sz = 0;; > 0,
X! = A;jl > 0. L’inverse de la matrice A a tous ses coefficients positifs ou nuls.

. Calcul explicite de A~!. Pour le calcul explicite de A~!, d’apres la question précédente
on doit calculer pour chaque 1 < j < J la solution X7 de AX/ = F7.Si 1< j < J,les
(j — 1)-émes premieres lignes du systéme sont a second membre nul. On fixe X { comme
parametre et on obtient successivement

X) =2x7J

X] =2X] — X] =4x] — x] =3x7

X =2X] |~ X]_,=2(j-1)X] - (j - 2)X] = j X{

Sil<j<J,les (J— j)-emes dernieres lignes du systéme sont a second membre nul.
On fixe X’ comme parameétre et on obtient successivement

X)_ =2X)=(J+1-(J-1)X} .
Xy, =2X) |~ X} =4X) - X} = (J+1—(J—2)X},

X =2X) ~ X1, =2(J — )X}~ (J—j - D)X} = (J+1-j) X}

13



Donc pour tout 1 <5< J

X)=ix{=1X] 1<i<j etX/=(J+1-i)X)|= j<i<J

¢ j - J+1—75 7
Pour finir la résolution et trouver 'unique inconnue restante X 7 il nous reste a utiliser

la j-éme ligne du systéme en introduisant si besoin Xj = 0 x XJ ou X§+1 =(J+1-
(J + 1)))(]]»‘7 soit :

- , , o 4 . .
Az® = 2X]-X) - X/, =X - X+ X - Xy
_ ]_(J_l)Xj J—l—l—g—J—i—l—(]—i—l))Xj
17 ; 71177 ’
= —X +— X = ;Xﬂf
j J+1—j57  jJ+1-j)"
Soit en remarquant que (J + 1) = L/Ax et que les points de la grille z; = iAx
. Ax . z;(L — ;)
Xj = - (GAn)(J +1 = j)Ar = Aw=m—— = ArGlx;, x))
et donc comme X f = AUI, on obtient explicitement, pour tout 1 <i,5 < J
1 xi(L — ) L 1 xj(L — ;) .
Aij _AxT 1<1<y etAij —AxT j<i<J

soit 1 <14,5 < J, (A_l)ij = Az G(z4,2;) ou G est la fonction de Green continue définie
par (6). Cette fonction étant positive sur toutes les valeurs de z; et z;, on retrouve
que la matrice A™! a ses coefficients positifs ou nuls et donc le principe du maximum
discret. Explicitons la solution U du systéme AU = F : pour tout 1 <i < J

J J J
Ui = ZAAF' = Az Glai,z))F; = Az Yy G(xi,z))Fj
j=1 j=0

IJ+1
= Z/ G(xi, xj) f(xj)ds

a comparer avec l'expression (5) obtenue pour la solution exacte

u(z;) = /L G(zi,8)f(s)ds = Z/%H (x4, 8)f(s)ds
Z/IJH (@i, ) f(zj)ds

quand on approche l'intégrale par une somme de Riemann aux noeuds inférieurs des
segments d’intégration.

12

. Erreur de convergence / erreur de troncature locale. Avec les notations indiquées
et comme u(z) vérifie les conditions aux limites homogenes, on a pour tout 1 < i < .J

(Ae)i = [AU-D0)| =(F- AU)z—f( ) = (AD);
— 2+1+2U U
Az?

= —u(x;) —

_ U(xi—&—l) — QU(DL'Z) + U(xi—l) _ u"(m)
Az? '
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on a donc
Ae=n

ot n € R’ est I'erreur de troncature locale qui vient de I'approximation par différences
finies de lopérateur différentiel et qui fait que U ne vérifie pas le schéma (8) (c’est U
qui en est solution) : pour tout 1 <i < J

u(x; — 2u(x;) + u(x;—
n = (@it1) A(x2) (zi-1) —u”(wi)

. Consistance du schéma a P’ordre 2. On suppose f € C?([0,L]), donc d’apres le
résultat de régularité v € C*([0, L]), on peut donc effectuer un développement de Taylor
a l’ordre 4 centré en x; pour tout 1 <i < J

Az? Az Azt

w(wiy1) = u(w;) + Axu (z;) + Txu”(xi) + Txu(?’) () + %u(‘” (m:h)
2 3 4

w(wi—1) = u(z;) — Axu/ (z;) + ATmu”(a:i) — Agu(?’) () + %uw (177)

avec 7;" € [zi,xiy1] et 7, € [v;_1, ;). Par suite : pour tout 1 <i < J

Az? Az? _ Az? Az?
|| = HU(@(TZF) + HU(@(TZ‘ )| < WHU(@HCO = HHJCHHCO
en utilisant que u® = —f”. On obtient la majoration

1
oo = pmass ] < Cp Aa?, - avee Cr = 251" e

Le schéma (8) est consistant a I’ordre 2 en espace, il est important de noter que 1’ordre
supplémentaire a été gagné parce que le schéma était centré en espace mais qu’il n’est
atteint que si la donnée et donc la solution sont suffisamment régulieres.

. Stabilité L. Si la donnée f est la fonction constante f; égale a 1 sur [0, L], comme
7 =0, d’apres la question précédente

17loc =0

et donc -

0=Ae=AW -W)
ot on a noté w(z) la solution exacte associée a f1, W € R’ la solution du schéma discret
obtenue avec F'1 vecteur discret correspondant et W = (w(z;))1<i<s € R’. Par suite

W =W = A 'F1. Le vecteur F'1 a toutes ses composantes égales & 1. Donc, pour tout
1<i< J:

J J
W, = ZA;jl(Fl)i = ZA;jl =Y \A;j1|
j =1

J:l ]:1 ]7
car la matrice A~! a tous ses termes positifs. Par définition des normes vectorielle et
matricielle [|.||s0,

J
-1 _ —1 _ 0 — ITE
A oo = 1“<"‘?<ij§:1 |47 | = gggjlwzl W loo
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10.

11.

x(L —x)

La solution exacte nulle aux bords de —w”(z) = 1 sur ]0, L[ est w(z) = ——5 qui
atteint son maximum en x = L/2. Celui-ci vaut L?/8. On obtient donc :
_ L?
47 o < -

Noter I'analogie avec le résultat obtenu pour le probléme continu. L’inverse de A est
donc bornée en norme infinie par une constante indépendante de Ax, c’est un résultat
dit de stabilité L

Convergence L*. On suppose f € C?([0,L]). D’apres les résultats précédents de
consistance et stabilité,

1 1 L 2 L " 2
lelloo = A7 nllec < [IA™ oo lIlloo < —o-Cp Aa™ = Gl f lcoA”
Le schéma (8) converge en norme L a 'ordre 2 quand Az tend vers 0.

Convergence L°.
e Soit X € R, pour tout 1 <i < .J, en posant Xg = X, =0,

‘ : X; - X 1 X — X4
|Xz‘ = XO+;(Xj_Xj 1 ZASL‘ J= x1 =< #,1 >
‘ X X 12
j=1
< IIXIIAL”2

ou on a utilisé 'inégalité de Cauchy-Schwarz sur le produit scalaire noté < .,. >; qui
est le produit scalaire < . >3 restreint aux ¢ premieres composantes. Par suite

1X[loo < LY2(1X 4
De plus,

J J
1X153 = D] Az|X; P | < IXI% | YAz | <|IX|ZL
j=1 j=1
On obtient donc
X2 < | X[loo L% < L|| X4

i
Noter que l'estimation || X |2 < L||X||4 provient du fait que Xy = 0 et que Z Az|1)?

j=1
est bornée. Le résultat précédent devient faux sinon.
e On a établi précédemment le résultat suivant, pour tout X,Y € R”,
J+1
Xi—Xi1Yi—Yia
< AX)Y > ;=
J ;1 Ax Az

Donc

J+1

Xi— X, 1Y, —-Y;_
CAX,)Y >o= Az < AX)Y ;=AY TSI Tl o XY >y

P Ax Ax
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Donc
el =< e,e >a=< Ae,e >3=<n,e >2< ||n|l2llell2 < LlInll2]le]|a

d’aprés l'inégalité de Cauchy-Schwarz appliquée a < .,.,>9 et les estimations précé-
dentes. Donc|le|]|a < L||n||2 qui est un résultat de stabilité en norme L2.
e En utilisant le résultat de consistance précédent, on a :

lela < Linll2 < L¥?|n]le < L¥?C A2

et
lellz < Llella < L32Cy Aa®

Le schéma (8) converge en norme L? et en norme A a I'ordre 2 quand Az tend vers 0.
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