
Schéma aux différences finies pour les phénomènes de propagation

Exercice 1.

Etude de la dispersion numérique du schéma de Yee

Soit le schéma de Yee écrit sous sa forme vectorielle :
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avec~Ch et ~Bh les opérateurs discrets approchant respectivement
−→
rot et−
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rot.

L’étude de la dispersion numérique d’un schéma consiste à déterminer pour un vecteur d’onde
~k = (kx, ky, kz) fixé quelles sont les solutions particulières de typee−i(ω∆t,ht−~k·~x).

1) On s’intéresse à l’opérateur de dérivation discret unitaire dans la direction~ex :
SoitCi

h agissant sur des suitesuh = (ui,α,β) de la façon suivante :
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On constate que sur des ondes harmoniques, les opérateurs dedérivation discrets agissent comme
des opérateurs multiplicatifs.

2) Soit~k = (kx, ky, kz) fixé. On cherche les champs électriques et magnétiques discrets sous la
forme :

~En
h = ~E0e−i(ω∆t,htn−~k·~xh) ~H

n+ 1

2

h = ~H0e−i(ω∆t,ht
n+ 1

2 −~k·~xh)

avec évidemmentxh positionné au bon point de la grille en fonction des composantes des
champs.

Montrer que l’on obtient le système vectoriel :
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où on a noté~kh le vecteur :
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En déduire que les ondes planes harmoniques solutions du schéma de Yee se propageant dans la
direction~k ont des champs~Eh et ~Hh tels que le trièdre(~kh, ~Eh, ~Hh) est direct.

En déduire la relation de dispersion numérique du schéma : relation entreω∆t,h et |~k|.

Retrouvez la condition de stabilité du schéma de Yee.

Exercice 2.

Analyse desθ-schémas pour l’équation des ondes 1D

On se place en une dimension d’espace dans l’espace infini et on considère la discrétisation
de l’équation des ondes scalaire en milieu homogène
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(2)

Dans la suite, on ne prendra pas en compte les conditions initiales en supposant que les schémas
de démarrage sont bien choisis. On propose la discrétisation suivante diteθ-schéma :
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que l’on note de façon condensée
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1) En utilisant les propriétés de l’opérateurAh, établir une condition suffisante (en fonction de
θ) sur le coeffcient CFL notéα pour que le schéma proposé puisse à chaque itération déterminer
un+1

h .

2) Analyse de stabilité par énergie.

– a) : On fixeθ = 1/4. Etablir la conservation d’une énergie discrète notéeE
n+ 1

2

h que l’on

explicitera. Montrer queE
n+ 1

2

h est somme de deux quantités positives. Conclure sur la
stabilité duθ-schéma quandθ = 1/4.

– b) : On considèreθ quelconque. En exprimant leθ-schéma sous la forme de la somme du
1/4-schéma de la question précédente plus un reste, établir

- si θ > 1/4, E
n+ 1

2

h est encore somme de quantités positives

- si θ < 1/4, E
n+ 1

2

h n’est somme de quantités positives que sous une condition CFL.
Conclure sur la stabilité desθ-schémas.

3) Relation de dispersion
– a) Montrer que la relation de dispersion duθ-schéma s’écrit :

sin2 ωh,∆t(k)∆t

2
= α2 sin2 kh

2
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2
)

– b) Les figures 1 2 3 représentent les courbes de dispersion enfonction deα pour les valeurs
suivantes deθ : −0.75, 0.25, 0.5. Les figures 4 5 6 représentent les courbes de dispersion
en fonction deθ pour les valeurs suivantes deα : 0.5, 1, 1.5
Analyser les différentes courbes par rapport au schéma explicite.

– c) Proposer 2θ-schémas à privilégier pour une mise en oeuvre industrielle. 2 cas sont à
considérer : maillage très régulier et maillage totalementdestructuré.

3



0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35 0.40 0.45 0.50
0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1.0

1.1

1.2

1.3

1.4

theta=−0.75

G

q

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35 0.40 0.45 0.50
0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1.0

1.1

1.2

1.3

1.4

theta=0.25

G
q

0

0.3

0.6

0.9

1.2

1.5

0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35 0.40 0.45 0.50
0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1.0

1.1

1.2

1.3

1.4

theta=0.5

G

q

0

0.3

0.6

0.9

1.2

1.5

FIG. 1 – Figures 1 2 3
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FIG. 2 – Figures 4 5 6
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