- Introduction aux phénomeénes de propagation d’ondes
Cas de la dimension 1

Soit le probleme de Cauchy :

Pu 0%

w—C@:O, .TE]R,t>0,

U(.T, O) = U‘O('T)? T € R, (1)
0

8—7:(%0) = uy(x), z € R.

Exercice 1

Formule de D’Alembert

1) Montrer que la solution du probleme (1) est déterminédgformule de D’alembert :

u(z,t) = %{uo(x +ct) +uo(x —ct)}
1 x+ct (2)
too | t uy(§) dg.

2) Ce résultat est-il généralisable aux dimensions supr&seen espace ?

3) Expliciter le cone de dépendance, le cone de propagation.

Exercice 2

Conservation de I'énergie

On associe a toute solutiande (1) la densité d’énergie :
1 [, 0u, 9, OU 5
c(ont) = 3 (150P w0 + 58P ) @
On dit que la solution: est d’énergie finie dés que :

E(t) = /Re(x,t) dx < 400, 4)



ou E(t) est par définition I'énergie totale de la solution.

1) Montrer que

d

HE®} =0, (5)
2) En déduire l'unicité de la solution de (1).

Exercice 3
Ondes planes harmoniques- Analyse de Fourier

On introduit la transformée de Fourier en espace définie kisspgacel! (R) par :
u(z) € L' (R) v (k) = Fu(k) = / (@)= dx € COR). (6)
R

Cette transformation est inversible et lorsquest dans.!(R) on a la transformée de Fourier
inverse :

= — | a(k)e™ ™ dk. 7
) = 5= [ ke ar )
A la fonctionu(x, t) solution de (1) nous associons donc sa transformée de Feurie
u(k,t) = / u(z,t)e”™ dx, k €R. (8)
R

1) Résoudre le probléme de Cauchy (1) en utiligdht ¢).

2) Retrouver la formule de d’Alembert (2) .

Exercice 4
Fonction de Green
On introduito® (=) définie par
1 . .
0 (x) = —sijz| <e, & (x)=0sinon.

2¢e
et le probleme de Cauchy associé :

Pus ,0%f

BYE —c 8x2:0’ r eER,t >0,
u(z,0) =0, T € R, (9)
aait(x,m = 5(2), z €R.
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1) Montrer a l'aide de la formule de D’Alembert (2) que, longg — 0,on a:
u(x,t) — G(x,t) presque partout

ou la fonctionG/(x, t) est donnée par :

{ G(x,t) = 2%, S? x € [—ct, ct], (10)
G(z,t) =0, si|z| > ct.
2) Vérifier que t

wat) = [ [ Gla=pt=s) f.5) dy ds a1

est solution de I'équation des ondes avec second membre :

Pu 0%

ﬁ—Cw:f, .Z'E]R,t>0,
zé(x, 0)=0. T € R, (12)
8—1;(%0) =0, xr € R.

Exercice 5

Cas du demi-espace : principe des images

On se place désormais dans le demi-espace(. Soit le probléme de Cauchy associé a I'une
ou (exclusif) 'autre condition aux limites de type Diriehlhomogéne ou Neumann homogeéne :

((Pu 0%
ﬁ—CwZO, $€R+,t>0,
U(ZE, O) - Uo(l'), LS R+7
0 13
2 2,0) = wa(e). rent (13)
du
\u(O,t)—O, t>0 ou %(O,t)—o, t>0.

1) Etablir la conservation de I'énergie. En déduire I'utéale la solution du probléme (13) pour
chacune des conditions aux limites.

2) Probléme de Dirichlet.

On définitu, et w; prolongements “par imparité” des solutions initiateset u; du probléeme

(13):

to(x) = up(z) sl >0, up(r)=—ug(—z) Siz <D0, (14)
=wuy(z) siz>0, U (r)=—u(—z) siz<O.
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Soita(z, t) la solution du probléme de Cauchy suassocié aux données initialgset i, :

o 0%

w—CwZO, xG]R,t>0,

i, 0) = (), TER, (15)
ou N

-%@myﬂmw, zER.

Montrer que la solution(z,t) du probléeme (13) avec condition de Dirichlet homogéne est la
restriction au demi-espaae> 0 de la solutioni(z, ) du probléme (15).

3) Résoudre de méme le probleme de Neumann homogene.



